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A B S T R A C T  
T h i s  t h e s i s  r e v i e w s  f o u r  o f  t h e  e x i s t i n g  m a t r i x  m e t h o d s  f o r  f i n d i n g  
t h e  s h o r t e s t  p a t h  i n  a  n e t w o r k ,  i n c l u d i n g  t h e  l i t t l e  k n o w n  m a t r i x  m e t h o d  
b y  F l o y d .  F l o y d
1
s  m e t h o d  i s  t h e n  e x t e n d e d  t o  d e t e r m i n e  a l l  b e s t  p a t h s .  
A f t e r  a  b r i e f  r e v i e w  o f  t h e  n t h  b e s t  p a t h  p r o b l e m ,  F l o y d
1
s  m e t h o d  i s  
a g a i n  e x t e n d e d  t o  d e t e r mi n e  t h e  n t h  b e s t  p a t h .  F i n a l l y ,  t h e  n t h  b e s t  
p a t h  p r o b l e m  i s  i n v e s t i g a t e d  t o  d e t e r m i n e  i t s  a p p l i c a b i l i t y  t o  t h e  t r a v e l -
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T A BLE  O F  C O N T E N T S  
I n t r o d u c t i o n  .  
N o t a t i o n  . . .  
T i t l e  
T h e  S h o r t e s t  P a t h  b y  M a t r i x  M a n i p u l a t i o n  
T h e  C a s c a d e  A l g o r i t h m  
A n  I n d u c t i v e  A p p r o a c h  
A l g o r i t h m  9 7  . . . . .  
C o m p a r i s o n  o f  M e t h o d s  
A l l  Al t e r n a t e  B e s t  P a t h s  
N t h  B e s t  P a t h  . . .  
T h e  T r a v e l i n 9  S a l e s m a n  P r o b l e m  
B i b l i o g r a p h y  
A p p e n d i x  
. . . . . . . . . . .  
I  
F l o w  D i a g r a m  f o r  t h e  S h o r t e s t  P a t h  A l g o r i t h m  . . .  
I I  
F l o w  D i a g r a m  f o r  t h e  A l l  A l t e r n a t e  P a t h  A l g o r i t h m  
I I I  F O RT R A N  I V  C o m p u t e r  P r o g r a m  f o r  t h e  A l l  A l t e r n a t e  
P a t h  A l g o r i t h m  . . . . . . . . . . . . . .  .  
I V  
F l o w  D i a g r a m  f o r  t h e  N t h  B e s t  P a t h  A l g o r i t h m  
V  F O R T R A N  I V  C o m p u t e r  P r o 9 r a m  f o r  t h e  N t h  B e s t  P a t h  
A l g o r i t h m  
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L I S T  O F  F I G U R E S  
N e t w o r k  f o r  M a t r i x  M a n i p u l a t i o n  E x a m p l e  
N e t w o r k  f o r  C a s c a d e  Al 9 o r i t h m  E x a m p l e  
N e t w o r k  f o r  I n d u c t i v e  E x a m p l e  
N e t w o r k  f o r  Al g o r i t h m  9 7  E x a m p l e  
N e t w o r k  f o r  N t h  B e s t  P a t h  E x a m p l e  
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P a o e  
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1 1  
1 5  
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l .  I n t r o d u c t i o n  
F o u r  ma t r i x  me t h o d s  t o  d e t e r m i n e  t h e  s h o r t e s t  p a t h  i n  a  n e t w o r k  
w i l l  b e  p r e s e n t e d .  A f t e r  a n  e x p l a n a t i o n  o f  e a c h  me t h o d  t h e r e  w i l l  f o l l o w  
a  s i m p l e  e x a m p l e  t o  i l l u s t r a t e  t h e  p r o c e d u r e .  
F i r s t ,  t h e  me t h o d  o f  ma t r i x  ma n i p u l a t i o n  [ 3 ]  w i l l  b e  s e t  f o r t h .  
N e x t ,  a n  i m p r o v e m e n t  o n  t h i s ,  t h e  Ca~ cade al~6rithm [ 7 ] ,  w i l l  b e  p r e -
s e n t e d .  T h e  t w o  a l g o r i t h m s  th ~ t a p p e a r  t o  b e  t h e  m o s t  effic~ent a r e  
n e x t .  A l g o r i t h m  9 7  wa s  p u b l i s h e d  b y  F l o y d  [ 8 ]  i n  1 9 6 2  a n d  w e n t  u n n o t i c e d  
f o r  s o m e  t i m e .  I n  1 9 6 5  Mu r c h l a n d  [ 1 5 ]  p u b l i s h e d  w h a t  h e  c a l l e d  
1 1
a  n e w  
m e t h o d ,
1 1  
b 0 t  w h i c h  i n  r e a l i t y  wa s  th~ s am~ a s  F l o y d
1
s .  A  d i f f e r e n t  
a p p r o a c h  b u t  e q u a l l y  a s  e f f i c i e n t  a s  F l o y d
1
S  w a s  p u t  f o r t h  i n  1 9 6 6  b y  
D a n t z i g  [ 6 ]  a n d  i s  a n  i n d u c t i v e  p r o c e d u r e .  
I n  m a n y  p r a c t i c a l  p r o b l e m s  · a  s h 6 r t e s t  rout~ i s  n o t  s u f f i c i e n t .  A l l  
a l t e r n a t e  s h o r t e s t  r o u t e s  o r  t h e  n  · b e s t  r o u t e s  a r e  n e e d e d .  T h u s  a  
s i m p l e  e x t e n s i o n  t o  F l o y d
1
S  a l g o r i t h m  t o  d e t e r m i n e  a l l  a l t e r n a t e  r o u t e s  
w i l l  b e  p r e s e n t e d .  F o l l o wi n g  t h i s  w i l l  b e  a  b r i e f  r e v i e w  o f  t h e  n t h  b e s t  
p a t h  p r o b l e m  a n d  a  s e c o n d  e x t e n s i o n  t o  A l g o r i t h m  9 7 .  T h i s  e x t e n s i o n  w i l l  
d e t e r m i n e  t h e n  b e s t  p a t h s  f r o m  a l l  node~ i  t o  a l l  n o d e s  j .  ·  
A  l o g i c a l  e x t e n s i 6 n  o f  t h i s  ~e th6d o f  d e t e r m i n i n g  ~11 n  b e s t  p a t h s  
i s  t o  t h e  t r a v e l i n g  s a l e s m a n  p r o b l e m .  A l t h o u g h  t h i s  p r o b l e m  i s  n o t  s o l v e d  
h e r e ,  a  p o s s i b l e  a p p r o a c h  i s  s e t  f o r t h .  
2 .  N o t a t i o n  
A  g~aph o r  n e t wo r k ,  d e n o t e d  G  =  ( X , U ) ,  i s  c o mp o s e d  o f  t wo  s e t s  X  
a n d  U ,  
X  =  [ i ;  i ~ l, ·  ·  ·  ,  n ]  
U  =  [ (  i  ,  j  )  ;  i  t :  X  a n d  j  ' - X ]  .  
7  
t .  
X  i s  t h e  s e t  o f  n o d e s  o~ v e r t i c e s  a n d  t h e  p a i r  ( i , j )  E  U  i s  c a l l e d  a n  
a r c ,  w h e r e  i  i s  t h e  i n i t i a l  n o d e  a n d  j  i s  t h e  t e r m i n a l  n o d e .  T w o  n o d e s  
i  a n d  j  a r e  a d j a c e n t  i f  t h e y  a r e  d i s t i n c t  a n d  t h e r e  e x i s t s  a n  a r c  u = ( i  , j )  
o r  v = ( j , i ) .  A  p a t h  1 s  a  s e q u e n c e  ( u l , u 2 ,  . . .  )  o f  a r c s  o f  a  n e t w o r k  ( X , U )  
s u c h  t h a t  t h e  t e r m i n a l  n o d e  o f  e a c h  a r c  c o i n c i d e s  \' l i t h  t h e  i n i t i a l  n o d e  
o f  t h e  succeedi~g a r c .  · · A  fin~t~ p a t h  i n  wh~ch t h e  i n i t i a l  n o d e  c o i n c i d e s  
w i t h  t h e  t e r mi n a l  n o d e  i s  c a l l e d - a  c f r c u i t .  T h e  l e n g t h  o f  a  p a t h  i s  t h e  
s u m  o f  t h e  l e n g t h s  o f  t h e  a r c s  f o r m i n g  t h e  p a t h .  
T h e  m a t r i x  M  a s s o c i a t e d  w i t h  t h e  n e t wo r k  i s  a  v e r t e x - v e r t e x  m a t r i x .  
_  M  =  [ m i )  ,  
w h e r e  t h e  e l e m e n t  m i j  i s  t h e  l e n g t h  o f  t h e  a r c  fro~ n o d e  i  t o  a d j a c e n t  
n o d e  j ,  i f  n o  s u c h  a r c  e x i s t s  t h e n  m i j  i s  eq~al t o  i n f i n i t y .  T h e  d i s - .  
t a n c e  m i j  c a n  b e  l e s s  t h a n ,  ~q~al t o ,  o~ gre~te r t h a n  z~r6, b u t  t h e  
l e n g t h  o f  a n y  c i r c u i t  m u s t  b e  n o n - n e g a t i v e .  I n  g e n e r a l ,  m i j  d o e s  n o t  
n e c e s s a r i l y  e q u a l  m j i  a n d  m i j  d o e s  n o t  h a v e  t o  s a t i s f y  t h e  t r i a n g u l a r  
i n e q u a l i t y  
m i j  ~ m i  k  +  m k j .  
. .  .  .  .  •  *  
T h e  s h o r t e s t  d i s t a n c e  m a t r i x  Mn  h a s  e l e m e n t s  m i j  e q u a l  t o  t h e  
d i s t a n c e  o f  t h e  s h o r t e s t  p a t h  f r o m  i  t o  j .  
T h u s  m ; j  i s  t h e  d i s t a n c e  
o f  t h e  p a t h  f r o m  i  t o  j ,  w h o s e  s~~ o (  ~res i s  a t  a  m i n i m u m .  
F o l l o w i n g  M u r c h l a n d  [ 1 5 ] ,  t h e  s y m b o l  
1 1
: = "  s h a l l  d e n o t e  
1 1
i s  
r e p l a c e d  b y , "  
F o l l o w f r i g  B e l l m a n  a n d  K a l a b a  [ 1 ] ,  




,  ·  ·  · •  x p )  =  t h e  n t h  s m a l l e s t  v a l u e  o f  
t h e  q u a n t i t i e s  i i .  
S y m b ·o  1  s  ·f r e q u e n t l y  u s e d  a ·r e  d e f i n e d  b e  1  o w .  ·  
N O  =  t h e  n u m b e r  o f  n o d e s  i n  t h e  n e t wo r k .  
I N F  =  i n f i n i t y ,  a n d  i s  t a k e n  t o  b e  g r e a t e r  t h a n  t h e  m a x i m u m  
d i s t a n c e  o f  a n y  p o s s i b l e  p a t h .  
8  
L i  
~ 
A l l  ma t r i c e s  i n  t h e  s e q u e l  r e p r e s e n t  v e r t e x - v e r t e x  d i s t a n c e ·  
m a t r · i  c e s .  
3 .  T h e  S h o r t e s t  P a t h  b y  M~t rix M a n i p u l a t i o n  
T h e  f i r s t  me t h o d  o f  d e t e n n i n i n g  t h e  s h o r t e s t  p a t h  i n  a  n e t w o r k ,  
t h a t  o f  ma t r i x  m a n i p u l a t i o n  [ 3 ] .  i n v o l v e s  t w 6  o p e r a t i o n s .  T h e s e  o p e r a -
t i o n s  p l a y  t h e  r o l e s  o f  e l e m e n t a r y  a d d i t i o n  a n d  m u l t i p l i c a t i o n  
r e s p e c t i v e l y .  
D e f i n e  t h e  s~m o f  t w o  m a t r i c e s  
C  = A +  B .  
a s  
c i j  =  m i n ( a i j ' b i j ) ,  
w h e r e  a i j  i n d  b i j  a r e  c o r r e s p o n d i n g  e l e m e n t s .  
F u r t h e r m o r e ,  d e f i n e  t h e  p r o d u c t  o f  t w o  m a t r i c e s  
C  =  A B  
a s  
c ·  ·  =  m i n ( a · k  +  b k · )  
1  J  1  J  .  
.  k  
( l )  
( 2 )  
M  c o n t a i n s  e l e m e n t s  t h a t  a r e  t h e  a r c  d i s t a n c e s  b e t w e e n  a d j a c e n t  
n o d e s .  F o l l o v 1 i n g  e q u a t i o n  ( 2 ) ,  M
2  
c o n t a i n s  e l e m e n t s  t h a t  a r e  e q u a l  t o  
t h e  s h o r t e s t  d i s t a n c e ,  f r o m  i  t o  j ,  i n  a  p a t h  c o n t a i n i n g  e x a c t l y  t w o  
a r c s .  I n  g e n e r a l  M k ·  c o n t a i n s  e l e m e n t s  e q u a l  t o  t h e  s h o r t e s t  d i s t a n c e ,  
f r o m  i  t o  j ,  i n  a  p a t h  c o n t a i n i n g  e x a c t l y  k  a r c s .  
T h u s ,  t h e  s h o r t e s t  d i s t a n c e  m a t r i x ,  
M *  =  M  + .  M
2  
+  ·  ·  ·  +  M n - 1 ,  
( 3 )  
c o n t a i n s  e l e m e n t s  e q u a l  t o  t h e  m i n i m u m  d i s t a n c e ,  f r o m  i  t o  j ,  f o r  a l l  
p a t h s  c o n t a i n i n g  f r o m  o n e  t o  n - 1  a r c s .  
As  a n  e x a m p l e ,  c o n s i d e r  t h e  n e t w o r k  i n  f i g u r e  1  a n d  i t s  a s s o c i a t e d  
i n i t i a l  d i s t a n c e  m a t r i x  M ,  g i v e n  b e l o w .  
9  
•  
. . . ;  
7  5  3  
M  =  I  l  I N F  4  
I N F  1  I N F  
Us i n g  e q u a t i o n  ( 2 )  we  o b t a i n  f o r  e l e me n t s  m
2
( 1  , 1 )  a n d  m 2 ( 1  , 2 ) ,  
m 2 ( l , l )  =  m i n ( 7  +  7 , 5  +  l  , 3  +  I N F )  =  6  
m 2  (  1  ,  2 )  = =  m i n  (  7  +  5  ,  5  +  I N  F ,  3  +  1  )  =  4 .  
Af t e r  c o m p u t i n g  t h e  r e s t  o f  t h e  e l e m e n t s  i n  s i m i l a r  f a s h i o n ,  w e  o b t a i n  




=  I s  
2  
4  9  
5  4  
I N  F  5  
Fr o m  e q u a t i o n  ( 3 )  a n d  u s i n g  a d d i t i o n  a s  d e f i n e d  i n  e q u a t i o n  ( 1 ) ,  w e  
obt~ in t h e  f o l l o w i n g  s h o r t e s t  d i s t a n c e  m a t r i x .  
· *  
M  =  16  
4  3  
1  
2  
5  4  
1  5  
I n  g e n e r a l  M n - 1  i s  a  m a t r i x  u s i n g  e x a c t l y  n - 1  a r c s  a n d  v i s i t i n g  
a l l  n  n o d e s .  Mn  w o u l d  b e  n e e d e d  i f  a  s h o r t e s t  c i r c u i t  f r o m  a  n o d e  b a c k  
t o  i t s e l f  w a s  d e s i r e d .  I n  g e n e r a l  
M
0  
=  M *  +  M n  
w h e r e  M
0  
s h o w s  t h e  l e n g t h  o f  t h e  s h o r t e s t  c i r c u i t  f r o m  a  n o d e  b a c k  t o  
-
i t s e l f .  
Fo r  t h e  a b o v e  e x a m p l e  




=  I  6  i  5  
9  
9  i  6  
5  
a n d  
M
0  








i s  t h e  s h o r t e s i  c i r c u i t  m a t r i x .  
1 0  
~ 
------'-----~·_.,..-~-- ·- ·· 
3  
F i q u r e  
Nr t w o r k  f o r  M a t r i x  M a n i p u l a t i o n  E x a m p l e  
'  
F i a u r e  2  
N e t w o r k  f o r  C a s c a d e  A l g o r i t h m  Ex a m p l e  
1 1  
· --~-------.......---~ 
4 .  T h e  Ca s c a d e  A l g o r i t h m  
W h e r e a s  t h e  p r e v i o u s  me t h o d  n e e d e d  n - 1  ma t r i x  o p e r a t i o n s ,  i . e .  A j  
f o r  j  =  2 ,  ·  ·  · ,  n - 1  a n d  o n e  s u m m a t i o n ,  t h e  Ca s c a d e  a l g o r i t h m  [ 7 ]  n e e d s  
o n l y  t w o  m a t r i x  s q u a r i n g s .  ( T h i s  me t h o d  i s  c a l l e d  t h e  Ca s c a d e  Al g o r i t h m  
b y  [ 7 ]  a n d  t h e  Re v i s e d  M a t r i x  A l g o r i t h m  b y  [ 1 2 ] . )  
I n  t h i s  me t h o d  n e wl y  c a l c u l a t e d  e l e m e n t s  i m m e d i a t e l y  r e p l a c e  
e x i s t i n g  e l e m e n t s .  A l s o ,  n o w  t h e  o r d e r  o f  c a l c u l a t i o n  b e c o m e s  i m p o r t a n t .  
I n  t h e  f i r s t  s q u a r i n g ,  t h e  s o - c a l l e d  f o n ' l a r d  Ca s c a d e  p r o c e s s ,  t h e  e l e m e n t s  
a r e  c a l c u l a t e d  i n  t h e  o rde l~ mn ,  m1 2 •  ·  ·  · ,  m 1 n ;  m2 1 ,  ·  ·  ·  m 2 n ;  ·  ·  · ,  
m n l ,  ·  ·  ·  r n n n ·  T h e n  i n  t h e  s e c o n d  s q u a r i n g ,  t h e  s o - c a l l e d  b a c k w a r d  
C a s c a d e  p r o c e s s ,  t h e  e l e m e n t s  a r e  c a l c u l a t e d  i n  t h e  o r d e r  r n n n •  mn , n - 1 ,  
m n  1  ;  mn - 1  ,  n  •  ·  ·  ·  m n - 1  ,  l  ;  
L e t  M P  =  [ m~ . ] ,  wh e r e  
1 J  
·  ·  ·  ;  m 1  n  •  ·  ·  ·  m1 1  ·  
r  
1  
p  : : :  
F  
*  
i n i t i a l l y  
a t  t h e  e n d  o f  t h e  f o r w a r d  p r o c e s s  
a t  t h e  e n d  o f  t h e  b a c k w a r d  p r o c e s s  
T h u s  M l  =  M,  wh i c h  i s  t h e  i n i t i a l  a r c  ma t r i x  p r e v i o u s l y  d e f i n e d  
*  
a n d  M  i s  s t i l l  t h e  s h o r t e s t  d i s t a n c e  ma t r i x .  
M F  i s  o b t a i  n e d  f r o m  M  
1  
b y  t h e  f o  1 1  o wi n g  f o n ' l a r d  p r o c e -s s .  
F  · - .  (  q  +  r  )  
m  . . .  - m 1  n  m .  k  mk .  
1  J  k  1  J  
( 4 )  
w h e r e  
q  =  I  ~ 
k  ~- j  
k  <  j  
( 5 )  
a n d  
r  =  r  1  
k  >  .  
- 1  
.  F  
k  <  i .  
*  
M  i s  t h e n  o b t a i n e d  f r o m  MF  b y  t h e  f o l l o wi n g _b a c k wa r d  p r o c e s s .  
*  
' l  r  
(  
" ' - +  I l l  )  
" ' ;  k  . .  k j  
( 6 )  
rn  .  =: t l l "i  n  
' i  j  .  "  I  
. <  
1 2  
. I  
l  
11  
.  !  
' 1  
__  . .  ~-:("' 
w h e r e  
a n d  
q  =  [~ 
r  =  r~ 
k  . . : .  j  
k  >  j  
k  . . : .  i  
k  >  i  .  
( 7 )  
To  i l l u s t r a t e  t h e  a b o v e  p r o c e d u r e ,  c o n s i d e r  t h e  n e t w o r k  i n  f i g u r e  2  
a n d  i t s  a s s o c i a t e d  i n i t i a l  d i s t a n c e  ma t r i x  g i v e n  b e l o w .  
0  4  l  I N F  
M  =  
I N F  0  l  1  
I  N F  l  0  4  
I N F  I N F  I NF  0  
Be q i n n i n g  t h e  
f o r w a r d  p r o c e s s  u s i n g  e q u a t i o n s  ( 4 )  a n d  ( 5 ) ,  
F  l  
m
1 1  
+  m
1 2  
=  0  +  4  =  4  
F  .  
m
1 2
: = m l n  
l  l  
m
1 2  
+  m
2 2  
=  4  +  0  =  4  
I  
1  
l  l  
=  2  <  m . l 2 .  
m
1 3  
+  m
3 2  





=  I N F  +  I N F  =  I N F  
S i n c e  2  i s  l e s s  t h a n  m ~
2
, r e p l a c e m e n t  w o u l d  t a k e  p l a c e .  
m~
3
: =m i n ( 0  +  1 , 2  +  l , l  +  O , I N F  +  I N F )  =  1  




n o  r e p l a c e m e n t  n e e d  b e  d o n e ,  a l t h o u 9 h  w h e n  u s i n g  t h e  
c o m p u t e r ,  r e p l a c e m e n t  w o u l d  a u t o m a t i c a l l y  t a k e  p l a c e .  
m~
4
: =m in ( 0  +  I N F , 2  +  l  , 1  +  4 , I N F  +  0 )  =  3  <  m~
4 




w o u l d  i n  f a c t  t a k e  p l a c e .  A f t e r  c o m p u t i n g  t h e  r e m a i n -
i n g  e l e m e n t s  a n d  r e p l a c i n g  w h e n  n e c e s s a r y ,  we  o b t a i n  t h e  f o l l o w i n g  ma t r i x .  
0  2  1  3  
M F  
I  N F  0  l  l  
I  N F  l  0  2  
I N F  I NF  I N F  0  
A f t e r  p e r f o r mi n g  t h e  b a c k w a r d  p r o c e s s  u s i n g  eq~at io ns ( 6 )  a n d  ( 7 ) ,  we  
o b t a i n  t h e  s h o r t e s t  d i s t a n c e  ma t r i x  M*  a s  s h o v m .  
0  2  l  3  
M*  =  
I  N F  0  l  1  
I N F  · 1  0  2  
H ! F  H ! F  I N F  0  
1 3  
·~~--~~·~~~-------
.  '  
- '  
T h u s  w e  s e e  t h a t  t h i s  i s  e x a c t l y  t h e  s a m e  a s  ma t r i x  s q u a r i n g  wi t h  
t h e  e x c e p t i o n  o f  r e p l a c i n g  t h e  e l e m e n t s  o n c e  s h o r t e r  p a t h s  a r e  f o u n d .  
T h i s  re p l ~~ i ~g c u t s  d o w n  t h e  n u m b e r  o f  o p e r a t i o n s  p e r f o r m e d  t r e m e n d o u s l y ,  
r e l a t i v e  t o  t h e  m a t r i x  ma n i p u l a t i o n  m e t h o d .  
N a r a h a r i  P a n d i  t  [ 1 6 ]  f i r s t  c l a i m e d  t h a t  t w o  f o r w a r d  p r o c e s s e s  w e r e  
e n o u g h .  H o w e v e r ,  [ 7 ]  d ·i  s p  1  a y e d  a  c o u n t e r e x a m p  1  e  a n d  p r o v e d  o n e  f o r w a r d  
a n d  o n e  b a c k w a r d  p r o c e s s  w a s  s u f f i c i e n t .  H u  [ 1 2 ]  l a t e r  p r o v e d  t h a t  t h r e e  
f o r w a r d  p r o c e s s e s  a r e  s u f f i c i e n t .  
5 .  A n  I n d u c t i v e  A p p r o a c h  
D a n t z i g  [ 6 ]  ~a k~ s s o m e w h a t  o f  a  diffe~ent a p p r o a c h  t o  s o l v e  t h e  
s h o r t e s t  p a t h  p r o b l e m .  H i s  i n d u c t i v e  a p p r o a c h  i s  ~e scribed b e l o w .  
A s s u m e  f o r  n o d e s  1 ,  2 ,  ·  ·  · ,  k ' - 1  t h a t  o p t i m a l  d i s t a n c e s  m~j a r e  
*  
g i v e n .  O p t i m a l  d i s t a n c e s  m i j  a r e  d e s i r e d  f o r  n o d e s  l ,  2 ,  ·  ·  · ,  k .  
F o r  h  =  1  ~ ·  ·  ·  ,  k  - 1  a n d  j  =  l ,  ·  ·  ·  ,  k  - 1 .  
*  .  0  
m k h  . =  m 1 n  ( m k j  +  m j h )  
J  
(  8 )  
*  .  0  
m h k  =  m j n  ( m j k  +  m h j )  
( 9 )  
*  
m k k  
*  *  
=  m i n  ( 0 ,  m k j  +  m j k )  
J  
(  1 0 )  
F o r  i  =  1 ,  ·  .  .  ,  k  : . :  1  a n d  j  =  1  ,  ·  ·  
k  - 1  
*  .  (  0  *  *  
m i j  : = m m \  ( m i j  , n r i  k  +  m k j )  
(  1 1 )  
Con~ider t h e  n e t w o r k  i n  f i g u r e  3  a n d  i t s  a s s o c i a t e d  i n i t i a l  d i s t a n c e  
m a t r i x  g i v e n  b e l o w .  
M  =  
0  1  5  
I N F  0  3  
I N F  5  0  
I N F  I N F  1  
I N F  
l  
I N F  
0  
.  .  0  
A s s u m e  we  h a v e  f o u n d  o p t i m a l  d i s t a n c e s  m  . .  f o r  n o d e s  1 ,  2 ,  3  t h u s  
l J  
g i v i n g  M
0
.  
0  1  4  
M
0  
=  I  I N F  0  3  
I NF  5  0  
1 4  
:~' ; 1  
·~. j  
· t  
'  
, ;  
'  
'  
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/  
F i q u r e  3  
N e t w o r k  f o r  I n d u c t i v e  E x a m p l e  
} - - - - - - j - -
2  
F i q u r e  4  
N e t w o r k  f o r  A l q o r i t h m  9 7  E x a m p l e  
1 5  
~.._~~--:-"~,...Y"-1---_.......~-·- -------------· 
1  









. . J  
*  
T o  o b t a i n  m ; j  f o r  n o d e s  1 ,  2 ,  
k ,  w e  b e g i n  b y  u s i n g  
e q u a t i o n  (  8 ) .  
r  - 0  





h  =  m i n  
m 4 2  +  m 2 h  
0  
m 4 3  +  m 3 h  
F o r  h  =  1  , 2 ,  3  
*  
m
4 1  
= m i n  ( I N F  +  O , I N F  +  I N F , l  +  I N F )  =  I N F  
*  
m
4 2  
= m i n  ( I N F  +  l , I N F  +  0 , 1 · +  5 )  =  6  
*  
m
4 3  
= m i n  ( I N F  +  4 )  , I N F  +  3 , 1  +  0 )  =  1  
C o n c l u d i n g  t h e  c a l c u l a t i o n s  a n d  r e p l a c e m e n t s  u s i n g  e q u a t i o n s  ( 9 ) ,  ( 1 0 )  
*  
a n d  ( l l )  w e  o b t a i n  M  
0  l  3  2  
*  
M  =  
I N F  0  2  1  
I N F  5  0  6  
I N F  6  l  0  
6 ;  A  1  g o r i t h m  9 7  
U n n o t i c e d  f o r  s o m e  t i m e  w a s  t h e  f o l l o wi n g  a l g o r i t h m  b y  F l o y d  [ 8 ] .  
T h e  t w o  *
1
d  s t a t e m e n t s  w e r e  n o t  i n  t h e  o r i g i n a l  p r o g r a m  b u t  h a v e  b e e n  
a d d e d  t o  r e d u c e  o p e r a t i o n s .  T h e  p r o g r a m  i s  w r i t t e n  i n  F O R T R A N  I V .  
D O  1  I  =  1  ,  N O  
D O  1  J  =  1  ,  N O  
I F ( M ( J , I ) . E Q . I N F )  G O  T O  1  
* I F ( I . E Q . J )  G O  T O  l  
D O  1  K  =  1  ,  N O  
I F ( M ( I , K ) . E Q . I N F )  G O  T O  1  
* I F ( I . E Q . K )  G O  T O  1  
M S  =  M ( J , I )  +  M ( I  , K )  
I F ( M S . G E . M ( J , K ) )  G O  T O  1  
M ( J , K )  =  M S  
C O N T I N U E  
F l o w  d i a g r a m  f o r  t h e  a b o v e  p r o g r a m  i s  c o n t a i n e d  i n  a p p e n d i x  I .  
T h i s  i s  s i m i l a r  t o  t h e  p r e v i o u s  m a t r i x  s q u a r i n g  me t h o d s .  I t  i s  n o t  
a c t u a l l y  a  m a t r i x  s q u a r i n g  b u t  r e s e m b l e s  i t .  I t  p e r f o r m s  t h e  s a m e  o p e r a -
t i o n  a s  t h e  C a s c a d e  a l g o r i t h m ,  
mjk:=m~n(mjk'mji +  m ; k )  
1 6  
- - - - - - - - - -
------ -~~--.,...-~~.......--~----· 
~j 
b u t  c a l c u l a t e s  m j k  i n  a  d i f f e r e n t  o r d e r .  
T h u s ,  b y  t h i s  o r d e r  n e e d s  o n l y  
' } (  
a  s i n g l e  " s q u a r i n g . "  U p o n  
1 1
S q u a r i n g
1 1  
m j k  i s  n o w  m j k "  
Af t e r  a  b r i e f  i n f o r ma l  d i s c u s s i o n  o f  t h e  a l g o r i t h m  a n  e x a m p l e  w i l l  
b e · w o r k e d  t o  i l l u s t r a t e  t h e  p r o c e d u r e .  
T h e  m a t r i x  M  i s  s e a r c h e d ,  i n  a n  o r d e r  t o  b e  d e s c r i b e d  s h o r t l y ,  f o r  
n o n - i n f i n i t y ,  n o n - m a i n - d i a g o n a l  e -l e m e n t s .  Two  o f  t h e s e  e l e m e n t s  a r e  
a d d e d  a n d  c o m p a r e d  wi t h  a  t h i r d  e l e m e n t .  R e p l a c e m e n t  i s  t h e n  ma d e  i f  t h e  
s u m  i s  l e s s  t h a n  t h e  t h i r d  e l e m e n t .  
T h e  s e a r c h  i s  a s  f o l l o w s .  T h e  c o l u m n s  o f  M  a r e  s e a r c h e d  i n  o r d e r ,  
i  =  l ,  ·  ·  · ,  N O .  Ea c h  c o l u m n  i  i s  s e a r ·c h e d  i n  o r d e r ,  j  =  1 ,  · ,  ·  · •  N O .  
W h e n  a  n o n - i n f i n i t y  e l e m e n t  ( j ,  i )  i s  e n c o u n t e r e d  i n  c o l u mn  i ,  r o w  i  i s  
s e a r c h e d  i n  o r d e r ,  k  =  l ,  ·  ·  · ,  N O .  F o r  a l l  n o n - i n f i n i t y  e l e m e n t s  i n  
r o w  i  ,  s e t  
~ : m s  =  mj i  +  m i k ·  
. .  
~~· .  
I f  m s  <  m j k '  t h e n  mj k : = m s .  T h u s  w e  h a v e  f o r m e d  a  s h o r t e r  p a t h  f r o m  j  t o  
.  k  b y  c o m b i n i n g  t w o  p a t h s  j  t o  i  a n d  i  t o  k .  
A s  a n  e x a m p l e  c o n s i d e r  f i g u r e  4  a n d  t h e  f o l l o wi n g  a s s o c i a t e d  i n i t i a l  
d i s t a n c e  ma t r i x .  
M  =  I  0  
1  
2  
3  I N F  
I N F  I N F  I N F  
I N F  0  
1  
2  
1  I N F  I N F  
I N F  
I NF  
I N F  0  
1  
I NF  
2  I N F  I NF  
I N F  I N F  I NF  0  
I N F  l  3  4  
I N F  I N F  
I N  F  1  0  
I N F  4  I N F  
I N F  I N F  I N F  I N F  
I N F  0  
2  
3  
I NF  
I N F  
I N F  
I N F  2  I N F  
0  1  
I NF  I NF  I N F  I N F  I N  F  
I N F  I N F  
0  
A p p l y i n g  t h e  a l g o r i t h m  t o M  w e  s e e  t h a t  e x c e p t  f o r i  =  1  =  j ,  
c o l u mn  1  h a s  n o  n o n - i n f i n i t y  e l e m e n t s .  I n c r e m e n t i n g · · ;  t o  2 ,  t h e  f i r s t  
n o n - i n f i n i t y  c o l u m n  e l e m e n t  e n c o u n t e r e d  i s  mj i  =  m1 2 ·  N m ' '  r m v  2  i s  
s e a r c h e d  a n d  t h e  f i r s t  n o n - i n f i n i t y  e l e m e n t  i s  mi k  =  m 2 3 ·  T h u s  f o r  t h e  
f i r s t  c o m o a r i s o n ,  
l .  
m s  =  ml 2  +  m 2 3  
1  +  1  =  2  
S i n c e  2  =  m s  =  m
1 3  
=  2 ,  
1 7  
n o  r e p l a c e m e n t  i s  n e e d e d .  T h e  t w o  r e m a i n i n p  n o n - i n f i n i t y  e l e m e n t s  i n  
r o w  2  a r e  t h e  n e x t  e l e m e n t s  u t i l i z e d .  
2 .  
3 .  
m s  =  ml 2  +  m 2 4  
=  1  +  2  =  3  
3  =  m s  =  m  =  3  
1 4  
m
1 4
: t - m s  
m s  =  ml 2  +  m 2 5  
=  1  +  1  =  2  
2  =  
m s  <  m l 5  
=  I N F  
m l 5 : = 2  
F o r  i  =  3  t h e  f o l l o w i n 9  t w o  r e p l a c e m e n t s  w o u l d  t a k e  p l a c e  i n  o r d e r  
a i v e n .  
4 .  m
1 6
: = 4  
5 .  m
2 6
: = 3  
A f t e r  t h e  r e m a i n i n o  c o l u m n s ,  i  =  4 ,  ·  ·  · ,  8 ,  h~ve b e e n  s e a r c h e d  
a n d  r e q u i r e d  r e p l a c e m e n t s  m a d e ,  t h e  s h o r t e s t  d i s t a n c e  m a t r i x  i s  o b t a i n e d  
a n d  i s  a i v e n  b e l o w .  
M *  =  I  0  
1  2  









3  5  
6  
I N F  I N F  0  
1  
6  2  4  
5  I  
I N F  
I N F  I N F  
0  5  1  
3  
4  
I N F  
I N F  
I N F  1  0  2  4  5  
I N F  I N F  
I N F  5  4  0  2  3  
I N F  I N F  I N F  
3  
2  
4  0  1  
I N F  
I N F  I N F  I N F  I N F  I NF  I N F  
0  
F l o y d  [ 8 ]  g a v e  n o  p r o o f  o f  h i s  a l g o r i t h m  b u t  r e l i e d  f o r  p r o o f  o n  a  
t h e o r e m  o n  b o o l e a n  m a t r i c e s  b y  W a r s h a l l  [ 1 9 ] .  H~ [ 1 1 ]  g i v e s  a  s o m e w h a t  
s i m p l e r  p r o o f  o f  F l o y d ' s  a l q o r i t h m .  M u r c h l a n d  [ 1 5 ]  d e v e l o p e d  a  s i m i l a r  
a l 9 o r i t h m ,  u n a w a r e  o f  F l o y d ' s  a c c o m p l i s h m e n t ,  a n d  p r e s e n t s  a  s o m e w h a t  
l e n g t h l y  p r o o f  i n  h i s  p a p e r .  
1 8  
. A  
: . . .  
.  
I f  w e  a r e  i n t e r e s t e d  i n  n o t  o n l y  t h e  d i s t a n c e  o f  t h e  s h o r t e s t  p a t h  
b u t  t h e  r o u t e  a s  w e l l ,  s o m e t h i n a  m o r e  t h a n  j u s t  M *  i s  n e e d e d .  O n e  w a y  
t o  o b t a i n  t h e  p a t h  i s  t o  d e f i n e  a  n e w  m a t r i x ,  c a l l e d  t h e  r o u t i n g  m a t r i x ,  
M R  = [ m r j k ]  ,  
w h e r e  m r j k  c o n t a i n s  t h e  n u mb e r  o f  t h e  f i r s t  n o d e ,  a f t e r  j ,  o n  t h e  p a t h  
f r o m  j  t o  k .  I n i t i a l l y ,  
m r  j  k  =  k ,  
f o r  j ,  k  l  ,  ·  ·  ·  ~ n .  
D u r i n q  t h e  c a 1 c u l a t i o n i  w h e n e v e r  
m  .  k :  = m  .  .  +  m  .  k  ,  
J  /  J  1  1  
t h e  f o l l o wi n g  r e p l a c e m e n t  i s  a l s o  ma d e ,  
m r j k : = m r j i  .  
I n  t h e  p r e v i o u s  e x a m p J e  t h e  f i r s t  r e p l a c e m e n t  i s  d o n e  i n  c o m p a r i s o n 3 .  
T h u s  
m
1 5
: = 2  ,  
w o u l d  b e  f o l l o w e d  b y  
m r
1 5
: = m r
1 2  
=  2  .  
· A t  t h e  c o n c l u s i o n  o f  t h e  a b o v e  e x a m p l e  t h e  r o u t i n g  m a t r i x  w o u l d  b e  
a s  s h o w n  a s  f o l l o w s .  
M R  =  11  
2  
3  4  
2  3  
4  4  
1 *  2  3  4  
5  3  
4  
4  
1 *  
2 *  
3  4  
4  
6  4  
4  
1 *  
2 *  3 *  4  7  
6  7  
8  
1 *  2 *  
3 *  
4  5  4  
7  
4  
1 *  2 *  3 *  7  7  
6  
7  8  
1 *  
2 *  
3 *  5  5  
5  7  
8  
1 *  
2 *  
3 *  4 *  
5 *  
6 *  7 *  
8  
T h e  e l e m e n t s  w i t h  t h e  s t a r s  a r e  e l e m e n t s  a s  t h e y  w e r e  i n i t i a l i z e d .  
N o  r e p l a c e m e n t  t o o k  p l a c e  s i n c e  n o  f i n i t e  p a t h  e x i s t s ,  a s  c a n  b e  s e e n  
i n  M * .  I n  t h e  c o m p u t e r  p r o g r a m  t h e s e  s t a r r e d  e l e m e n t s  w o u l d  b e  s e t  t o  
i n f i n i t y  t o  f a c i l i t a t e  read in ~ M R .  
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T o  i l l u s t r a t e  t h e  p r o c e d u r e  o f  e x t r a c t i n g  a  p a t h  f r o m  M R ,  t h e  p a t h  
f r o m  n o d e  1  t o  n o d e  8  wo u l d  b e  
o r  
m r l 8  
m r 4 8  
=  4  
=  8  
t o  4  t o  8 .  
I t  m a y  b e  o b s e r v e d  f r o m  t h e  e x a m p l e  th~ t mo r e  t h a n  o n e  s h o r t e s t  
p a t h  e x i s t s  f r o m  1 - t o  8 .  A l g o r i t h m  9 7  w i l l  o n l y  g i v e  t h e  f i r s t  b e s t  p a t h .  
T h e  mo d i f i c a t i o n  r e q u i r e d  t o  e x t r a c t  a l l  a l t e r n a t e  p a t h s  s h a l l  b e  t r e a t e d  
i n  t h e  f o l l o wi n g  s e c t i o n .  
T h e  a b o v e  p r o c e d u r e  o f  u s i n a  t h e  r o u t i n g  ma t r i x  t o  d e t e r m i n e  t h e  
p a t h s  i s  a p p l i c a b l e ,  n o t  o n l y  t o  A l g o r i t h m  9 7  b u t  t o  a l l  f o u r  ma t r i x  
m e t h o d s .  
7 .  C o m p a r i s o n  o f  M e t h o d s  
A l r e a d y  s o m e  i d e a  e x i s t s  o f  t h e  r e l a t i v e  e f f i c i e n c y  o f  t h e  f o u r  
m e t h o d s  d i s c u s s e d . - ·  S i m p l y  i n  t e r m s  o f  n u m b e r  o f  m a t r i x  s q u a r i n a s ,  t h e  
m a t r i x  m a n i p u l a t i o n  me t h o d  r e q u i r e s  n - 1 ,  t h e  C a s c a d e  a l g o r i t h m  t w o ,  a n d  
A l g o r i t h m  9 7  o n e .  T o  m o r e  c r i t i c a l l y  c o mp a r e  a l l  f o u r  m e t h o d s  l e t ' s  c o n -
s i d e r  t h e  b a s i c  o p e r a t i o n s  i n v o l v e d .  A  m a t r i x  m u l t i p l i c a t i o n  b e t w e e n  t w o  
m a t r i c e s  o f  o r d e r  n  r e q u i r e s  t h r e e  b a s i c  o p e r a t i o n s .  T h e s e  o p e r a t i o n s  
a r e  i n d e x i n g ,  a d d i t i o n ,  a n d  c o m p a r i s o n .  B e l o w  i s  a  l i s t i n g  o f  t h e  f o u r  
m e t h o d s  a n d  n e x t  t o  e a c h ,  t h e  n u m b e r  o f  e a c h  o f  t h e  b a s i c  o p e r a t i o n s  
r e q u i r e d .  
Ma t r i x  Ma n i p u l a t i o n - n
3  
l o g  ( n - 1 )  
C a s c a d e  A l g o r i t h m  - 2 n
3  
I n d u c t i o n  Me t h o d  - n ( n - 1 )  ( n - 2 )  
A l q o r i t h m  9 7  - n ( n - 1 )  ( n - 2 )  
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8 .  A l l  A l t e r n a t e  B e s t  P a t h s  
I n  p r a c t i c a l  p r o b l e m s  i t  m a y  a r i s e  t h a t  a l l  a l t e r n a t e  b e s t  p a t h s  a r e  
wa n t e d .  A  d e c i s i o n  ma k e r  m a y  w a n t  t o  e v a l u a t e  a l l  b e s t  p a t h s  a n d  s e l e c t  
f r o n1  t h e m  b y  m e a n s  o f  s o m e  o t h e r  c r i t e r i o n .  T o  e x t r a c t  a l l  b e s t  p a t h s  
A l g o r i t h m  9 7  m u s t  b e  m o d i f i e d  s l i g h t l y .  
F o r  t h e  s h o r t e s t  p a t h  p r o b l e m  w e  n e e d e d  t w o  N O  x  N O  ma t r i c e s ,  M  a n d  
M R .  F o r  t h i s  p r o b l e m  M  w i l l  r e m a i n  t h e  s a m e .  R e c a l l  t h a t  m r j k  c o n t a i n s  
t l 1 e  n u m b e r  o f  t h e  f i r s t  n o d e ,  a f t e r  j ,  o n  t h e  p a t h  f r o m  j  t o  k .  N o w  
s i n c e  w e  w a n t  t o  k e e p  a l l  b e s t  p a t h s  w e  m u s t  g o  t o  a  t h r e e - d i m e n s i o n a l  
n~ trix. T h e  t h i r d  d i m e n s i o n  o n  M R  i s  n o t  q o v e r n e d  b y  t h e  n u m b e r  o f  b e s t  
p a t h s  f r o m  j  t o  k  b u t  b y  t h e  n u m b e r  o f  f i r s t  n o d e s  o n  t h e  p a t h  f r o m  j  t o  
k .  A  n u m b e r  o f  p a t h s  m a y  s h a r e  t h e  s a m e  f i r s t  n o d e  a n d  l a t e r  b r a n c h  o f f .  
C o n s i d e r  t h e  p a t h s  u  =  ( l - 2 - 4 - 7 - 8 )  a n d  v  =  ( 1 - 2 - 4 - 6 - 8 ) .  N o d e  2  n e e d  o n l y  
b e  s t o r e d  o n c e ,  s i n c e  p a t h s  u  a n d  v  c o i n c i d e  f r o m  n o d e  1  t o  n o d e  4 .  I n d i -
c a t i o n  o f  a  b r a n c h  w o u l d  o c c u r  a t  n o d e  4 .  H e r e  t w o  f i r s t  n o d e s  w o u l d  
a p p e a r ,  n o d e  6  a n d  n o d e  7 .  
A  p r i o r i  i t  i s - n o t  k n o w n  h o w  m a n y  b e s t  p a t h s  t h e r e  m a y  b e  f r o m  j  t o  
k .  T h u s  i t  a l s o  i s  n o t  k n o w n  h o w  m a n y  f i r s t  n o d e s  a r e  n e e d e d .  T h i s  i s  
o f  n o  r e a l  c o n c e r n  i f  c a l c u l a t i o n s  a r e  g o i n g  t o  b e  d o n e  w i t h  p e n c i l  a n d  
p a p e r .  F o r  t h e  c o m p u t e r ,  h o w e v e r ,  a  s p e c i f i c  n u m b e r  i s  n e e d e d .  I n s p e c -
t i o n  o f  t h e  g i v e n  n e t w o r k  c a n  o i v e  a n  i n d i c a t i o n  o f  t h e  m a x i m u m  n u m b e r  o f  
f i r s t  n o d e s  e x p e c t e d .  L e t  N A  d e n o t e  t h i s  m a x i m u m  n u m b e r .  S u r e l y  
N A  <  N O .  
T h u s  M R  w o u l d  b e  d i m e n s i o n e d  N O  x  N O  x  N A  a n d  m r j k i  w o u l d  c o n t a i n  t h e  
n u m b e r  o f  t h e  i t h  f i r s t  n o d e ,  a f t e r  j ,  o n  a _  b e s t  p a t h  f r o m  j  t o  k .  I n  
t h e  c o m p u t e r  p r o g r a m ,  t o  f a c i . l i t a t e  p r i n t i n g  o u t  t h e  p a t h s  a n d  r e a d i n o  
t h e  m a t r i c e s ,  
c o m p l e t i o n  o f  
m r j k h  i s  s e t  t o  i n f i n i t y  f o r  h  =  2 ,  ·  ·  · ,  ~!A. A l s o ,  u p o n  
t h e  a l g o r i t h m ,  f o r  a l l  e l e m e n t s  m j k  e q u a l  t o  infini~y, t h e  
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c o r r e s p o n d i n g  e l e m e n t s  m r j k l  a r e  s e t  t o  i n f i n i t y .  T h u s  t h e  r o u t i n a  m a t r i x  
w i l l  a l s o  i n d i c a t e  a l l  n o n - e x i s t i n q  p a t h s .  
F o r  t h e  c o m p u t e r  p r o g r a m  i n  a p p e n d i x  I I I ,  a  v a l u e  w a s  r e a d  i n  f o r  N A .  
I f  d u r i n g  e x e c u t i o n  o f  t h e  p r o g r a m  t h e  n u m b e r  o f  f i r s t  n o d e s  b e c o m e s  
e q u a l  t o  N A ,  a n  e r r o r  m e s s a g e  w i l l  b e  p r i n t e d  a n d  e x e c u t i o n  w i l l  c e a s e .  
T h i s  w i l l  p r e v e n t  t h e  c o m p u t e r  f r o m  a t t e m p t t n g  t o  a d d r e s s  e i t h e r  o u t s i d e  
t h e  m a t r i x  o r  w r o n g  e l e m e n t s  i n  t h e  ma t r i x .  S i n c e  c o m p u t e r  t i m e  m a y  b e  
c o s t l y  t h e  p r o g r a m  c o u l d  b e  a l t e r e d  s o  a s  t o  i g n o r e  a l l  a d d i t i o n a l  f i r s t  
n o d e s  o n c e  t h e  t o t a l  n u m b e r  e x c e e d e d  N A .  A n  e r r o r  m e s s a g e  w o u l d  s t i l l  b e  
d e s i r e d  t o  i n d i c a t e  t h a t  a l t e r n a t e  p a t h s  m a y  h a v e  b e e n  t h r o w n  a w a y .  
N o w  t h e  m o d i f i c a t i o n  o f  A l a o r i t h m  9 7  w i l l  b e  e x p l a i n e d  t o  e n a b l e  u s  
t o  e x t r a c t  a l l  b e s t  p a t h s .  D e p a r t u r e  f r o m  t h e  m a i n  a l g o r i t h m  o c c u r s  a t  
t h e  p o i n t  w h e r e  p a t h  ( j , k )  i s  c o m p a r e d  w i t h  t h e  s u m  o f  t h e  t w o  p a t h s .  
( j , i )  a n d  ( i , k ) .  I f  t h e  s u m  i s  g r e a t e r ,  t h a t  p a t h ,  a s  b e f o r e ,  i s  i g n o r e d .  
N o w  l e t  u s  c o n s i d e r  s e p a r a t e l y  t h e  c a s e s  w h e r e  t h e  s u m  i s  l e s s  t h a n  a n d  
w h e r e  i t  i s  e q u a l  t o  mj k '  
F o r  t h e  c a s e  
1 1
l e s s  t h a n ,
1 1  
a  p a t h  h a s  b e e n  f o u n d  t h a t  i s  s h o r t e r  t h a n  
t h e  e x i s t i n g  path~ T h i s  i s  t h e  s a m e  a s  f o r  t h e  s h o r t e s t  p a t h .  N o w ,  
h o w e v e r ,  
m r  ·  k  :  =  m r  .  .  p  =  1  ·  ·  ·  N A  
J  p  J l P  '  •  
I n  t h e  p r e v i o u s  s e c t i o n  f o r  t h e  s h o r t e s t  p a t h ,  p  w a s  e q u a l  t o  o n e .  ~ow 
t h e r e  m a y  a l r e a d y ·  e x i s t  m o r e  t h a n  o n e  f i r s t  n o d e  a t  m r j i p '  T h e r e f o r e  t h e y  
a l l  m u s t  b e  t r a n s f e r r e d  t o  m r j k p '  · ( I t  i s  t r u e  t h a t  t h e r e  m a y  n o t  b e  N A  
f i r s t  n o d e s  a t  m r j i p '  
T h e  t r a n s f e r  c o u l d  b e  h a n d l e d  a  n u m b e r  o f  w a y s  o n  
t h e  c o m p u t e r .  O n e  w a y  w o u l d  b e  t o  d e t e r m i n e  w h i c h  o f  t h e  N A  e l e m e n t s  a r e  
f i r s t  n o d e s  a n d  t r a n s f e r  o n l y  t h e m .  T h e  o t h e r  w a y  i s  a s  a b o v e ,  t r a n s f e r  
a l l  N A  e l e m e n t s .  
W h i c h e v e r  i s  m o r e  e f f i c i e n t  w o u l d  d e p e n d  o n  t h e  p a r -
t i c u l a r  m a t r i x . )  
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F o r  t h e  c a s e  
1 1
e q u a l  t o ,
1 1  
a  p a t h  h a s  b e e n  f o u n d  t h a t  i s  t h e  s a m e  
d i s t a n c e  a s  t h e  e x i s t i n g  p a t h .  T h i s  we  wa n t  t o  k e e p .  N o w  a  c o mp a r i s o n  
m u s t  b e  m a d e  b e t we e n  t h e  f i r s t  n o d e s  o f  m r . k  a n d  mr  . . .  On l y  f i r s t  
J  p  J l q  
n o d e s  o f  m r  . .  t h a t  a r e  d i s t i n c t  f r o m  t h e  f i r s t  n o d e s  o f  m r . k  w i l l  b e  
J l q  .  J  p  
t r a n s f e r r e d  t o  mr j k p '  Re d u n d a n c y  o f  f i r s t  n o d e s  wo u l d  o n l y  t a k e  u p  
s t o r a g e  s p a c e  a n d  n o  p a t h s  w i l l  b e  t h r o wn  a w a y  b y  t h e  d i s c a r d i n g .  
A s  a n  e x a m p l e  c o n s i d e r  t h e  n e t w o r k  i n  f i g u r e  4 .  M  a n d  M*  r e m a i n  
u n c h a n g e d .  T h e  r o u t i n g  ma t r i x  w o u l d  n o w  b e  a s  g i v e n  b e l o w .  
M R  =  
1  
I N F  
I N F  
I N F  
H ! F  
I N F  
I N F  
H I F  
2  
2  
I N F  
I N F  
I NF  
I N F  
I N F  
ii N F  
3  12  
3  
3  
I N F  
H ! F  
I N F  
I  N F  
li N F  . .  
4  2  3  2  
4  3  5  5  
4  4  1 6  
4  7  6  
4  5  
7  7  
5  5  
I NF  I NF  
3  2  4  4 ·  2 1 3  
3  4  5  4  3  5  
6  4  4  6  
6  7  6  
4  7  4  
6  I  7  
5  7  
I  NF  I  NF  
4  2 1 3  
4  3  5  
4  6  
8  6 1 7  
4  7  
8  7  
8  
8  
T h e  c o l u m n s  o f  M R  a r e  d i v i d e d  b y  d o u b l e  l i n e s .  B e t we e n  t h e  d o u b l e  
l i n e s  a r e  t h e  e l e m e n t s  o f  t h e  t h i r d  d i m e n s i o n ,  t h e  f i r s t ,  s e c o n d  a n d  t h i r d  
f i r s t  n o d e s  o f  t h e  a l t e r n a t e  p a t h s  f r o m  j  t o  k .  I t  c a n  b e  s h o w n  t h a t  
t h e r e  a r e  2 5  a l t e r n a t e - p a t h s  f r o m  n o d e  1  t o  n o d e  8 .  
A p p e n d i x  I I  s h o ws  t h e  f l o w  d i a g r a m .  f o r  t h e  a l g o r i t h m .  T h e  f u l l  
c o m p u t e r  p r o g r a m  i s  s h o wn  i n  a p p e n d i x  I I I .  
9 .  N t h  B e s t  Pa t h  
A  g e n e r a l i z a t i o n  o f  t h e  s h o r t e s t  p a t h  p r o b l e m  i s  t h e  n t h  b e s t  p a t h  
p r o b l e m .  I t  m a y  a r i s e  t h a t  t h e  s h o r t e s t  p a t h ( s )  m a y  n o t  b e  t h e  
1 1
b e s t
1 1  
p a t h  w h e n  e v a l u a t e d  b y  s o m e  o t h e r  c r i t e r i o n .  · A  d e c i s i o n  m a k e r  m a y  b e  
w i l l i n g  t o  d e v i a t e  f r o m  t h e  s h o r t e s t  p a t h ( s )  b y  a  c e r t a i n  a m o u n t  t o  a v o i d  
u n d e s i r a b l e  a s p e c t s  o f ' t h e  ~ho rt e st p a t h ( s ) .  T h u s  t h e  n t h  b e s t  p a t h  
b e c o me s  i mp o r t a n t .  
F i r s t  a  b r i e f  r e v i e w  o f  t h e  k n o wn  m e t h o d s  i s  i n  o r d e r .  T h e  s i m p l e s t  
m e t h o d  i s  g i v e n  b y  P o l l a c k  [ 1 7 ] .  T h e  n e t w o r k  mu s t  f i r s t  b e  s o l v e d  f o r  
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t h e  s h o r t e s t  p a t h ,  s a y  u .  A c t u a l l y  a l l  s h o r t e s t  p a t h s ,  u p '  m u s t  b e  
f o u n d .  O n c e  g i v e n  up~ f r o m  a  g i v e n  n o d e  j  t o  a  g i v e n  n o d e  k ,  c o m p o s e d  
o f  r p  a r c s ,  t h e  l e n g t h  o f  e a c h  a r c  i n  u p  i s  s e t ,  i n  t u r n ,  t o  i n f i n i t y .  
T h e  s h o r t e s t  p a t h  p r o b l e m  i s  s o l v e d  ( a t  m o s t )  r p  t i m e s  f o r  e a c h  u p ,  o n c e  
f o r  e a c h  a r c  s e t  t o  i n f i n i t y .  ( A n  a r c  a p p e a r i n g  i n  m o r e  t h a n  o n e  u p  
n e e d  b e  s e t  t o  i n f i n i t y  o n l y  o n c e . )  T h u s  t h e  m a x i m u m  n u m b e r  o f  s h o r t e s t  
p a t h  p r o b l e m s  t o  b e  s o l v e d  i s  e q u a l  t o  t h e  s u m  o f  t h e  r p ' s .  
T h e  s h o r t -
e s t  o f  t h e s e  n e w  b e s t  p a t h s  i s  t h e  s e c o n d  b e s t  p a t h ,  s a y  v .  
T h e r e  ma y  
b e  m o r e  t h a n  o n e  s e c o n d  b e s t  p a t h .  
b e s t  p a t h  a n d  w i l l  h a v e  s  a r c s .  
q  
T h u s  v q  w i l l  d e n o t e  t h e  q t h  s e c o n d  
· F o r  t h e  t h i r d  b e s t  p a t h ,  t h e  l e n q t h  o f  e a c h  a r c  o f  u  a n d  v  i s  s e t ,  
.  p  q  
i n  t u r n ,  t o  i n f i n i t y .  E x t e n d i n g  t h i s  t o  t h e  n t h  b e s t  p a t h ,  t h e  l e n g t h  
o f  e a c h  a r c  o f  a l l  f i r s t  b e s t ,  s e c o n d  b e s t ,  ·  ·  · ,  n - 1  b e s t  p a t h s  m u s t  
i n  t u r n  b e  s e t  t o  i n f i n i t y .  A s  b e f o r e ,  f o r  e a c h  a r c  s e t  t o  i n f i n i t y  a  
s h o r t e s t  p a t h  p r o b l e m  m u s t  b e  s o l v e d .  B y  n o w  i t  m u s t  b e  a p p a r e n t  t h a t  
t h e  n u m b e r  o f  s h o r t e s t  p a t h  p r o b l e m s  t o  b e  s o l v e d  ma y  q u i c k l y  b e c o m e  
a s t r o n o m i c a l l y  l a r g e .  · T h u s  t h i s  m e t h o d  a p p e a r s  t o  b e  g o o d  o n l y  w h e n  r  
a n d  s  a r e  s m a l l  a n d  w h e n  p  a n d  q  a r e  v e r y  s m a l l ,  h o p e f u l l y  o n e .  
T h e  me t h o d  o f  B o c k ,  Ka n t e r ,  a n d  H a y n e s  [ 5 ]  d i f f e r s  f r o m  P o l l a c k ' s  
i n  t h a t  t h e  s h o r t e s t  p a t h  n e e d  n o t  b e  k n o wn  a  p r i o r i .  U s i n g  s t e m s  a n d  
t r e e s ,  t h i s  m e t h o d  s i m p l y  i s  a  s y s t e m a t i c  l i s t i n g  o f  a l l  p a t h s  f r o m  a  
g i v e n  j  t o  a  g i v e n  k .  Ag a i n ,  h o w e v e r ,  t h i s  me t h o d  i s  l i m i t e d  t o  s m a l l  
n e t w o r k s .  
A s  i n  t h e  t w o  p r e v i o u s ,  t h e  me t h o d  o f  H o f f m a n  a n d  P a v l e y  [ 1 0 ]  
d e t e r m i n e s  t h e  n t h  b e s t  p a t h  f r o m  a  g i v e n  j  t o  a  g i v e n  k .  H o w e v e r ,  n o w  
n o t  o n l y  t h e  k n o wl e d g e  o f  t h e  s h o r t e s t  p a t h  f r o m  j  t o  k  i s  r e q u i r e d ,  b u t  
t h e  k n o w l e d g e  o f  a l l  s h o r t e s t  p a t h s  f r o m  j  t o  a l l  o t h e r  n o d e s  i n  t h e  
n e t w o r k .  T h e n  b y  d e v i a t i o n s  f r o m  a l l  o f  t h e  s h o r t e s t  p a t h s  t h e  n t h  b e s t  
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p a t h  i s  d e t e r m i n e d .  T h u s  w e  h a v e  a  p r o b l e m  s i m i l a r  t o  t h e  o n e  i n  
P o l l a c k ' s  m e t h o d .  P o l l a c k ' s  me t h o d ,  h o w e v e r ,  b e i n g  a  s h o r t e s t  p a t h  
p r o b l e m  g e n e r a t e s  p a t h s  w i t h  n o  l o o p s .  S u c h  i s  n o t  t h e  c a s e  w i t h  t h i s  
me t h o d .  P a t h s  w i t h  l o o p s  ma y  we l l  e m e r g e  a s  n t h  b e s t  p a t h s .  H o w  m u c h  
o f  a  p r o b l e m  t h i s  i s  d e p e n d s  o n  t h e  p a r t i c u l a r  r e s u l t s  d e s i r e d .  
T h e  l i m i t a t i o n  t o  s m a l l  n e t w o r k s  i s  e s c a p e d  b y  B e l l m a n  a n d  Ka l a b a ' s  
[ l ]  me t h o d .  He r e  t h e  n t h  b e s t  p a t h  i s  d e t e r m i n e d  f r o m  a l l  n o d e s  j  o f  
t h e  n e t w o r k  t o  a  g i v e n  n o d e  k .  T h i s  c a n  b e  c o n s i d e r e d  a n  a d v a n t a g e  o r  
d i s a d v a n t a g e  d e p e n d i n g  o n  wh a t  p a t h s  a r e  wa n t e d .  T h i s  me t h o d  u s e s  t h e  
f u n c t i o n a l  e q u a t i o n  t e c h n i q u e  o f  d y n a m i c  p r o g r a m m i n g .  R e s t r i c t i o n s  a r e  
i m p o s e d  i n  t h e  m e t h o d  t o  i n s u r e  l o o p l e s s  p a t h s .  
F l o y d ' s  a l g o r i t h m  p r o v i d e s  a  b a s i s  f o r  t h e  d e v e l o p m e n t  o f  t h e  
f o l l o wi n g  m a t r i x  m e t h o d  t o  d e t e r m i n e  t h e  n t h  b e s t  p a t h .  T h e  m e t h o d  o f  
s e a r c h i n g  t h e  m a t r i x  r e m a i n s  t h e  s a m e  b u t  n o w  a d d i t i o n a l  c a l c u l a t i o n s  a r e  
p e r f o r m e d .  Up o n  c o m p l e t i o n  o f  t h i s  me t h o d  t h e  f i r s t ,  s e c o n d ,  ·  ·  · ,  n t h  
b e s t  p a t h s  a r e  g i v e n  f r o m  a l l  n o d e s  j ,  t o  a l l  n o d e s  k .  T h e  o n l y  r e s t r i c -
t i o n s  p l a c e d  o n  t h e  s i z e  o f  t h e  n e t w o r k ,  o r  h o w  l a r g e  n - c a n  b e ,  i s  t h e  
a m o u n t  o f  c o m p u t e r  s t o r a g e  a v a i l a b l e .  T h e  d e s c r i p t i o n  o f  t h e  m e t h o d  w i l l  
b e  g i v e n  b e l o w  w i t h  t h e  f l o w  d i a g r a m  q i v e n  i n  a p p e n d i x  I V  a n d  t h e  f u l l  
c o m p u t e r  p r o g r a m  i n  a p p e n d i x  V .  
F o r  t h e  m e t h o d  t o  d e t e r m i n e  a l l  a l t e r n a t e  b e s t  p a t h s  t h e  m a t r i x  M  
w a s  u n c h a n g e d ,  b u t  M R  w a s  i n c r e a s e d  t o  a  t h r e e - d i m e n s i o n a l  m a t r i x .  T o  
a c c o m mo d a t e  t h e  n t h  b e s t  p a t h  b o t h  m a t r i c e s  m u s t  b e  t h r e e - d i m e n s i o n a l .  
-
M  a n d  M R  w i l l  b e  d i m e n s i o n e d  N O  x  N O  x  N K .  N K  i s  e q u a l  t o  t h e  p r e -
d e t e r m i n e d  v a l u e  o f  n .  
N o w ,  m . k  w i l l  c o n t a i n  t h e  d i s t a n c e  o f  t h e  p t h  
J  p  
b e s t  p a t h  f r o m  j  t o  k  a n d  m r . k  w i l l  c o n t a i n  t h e  f i r s t  n o d e  o f  t h e  p t h  
J  p  
b e s t  p a t h  f r o m  j  t o  k .  
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T o  d e t e r m i n e  t h e  n t h  b e s t  p a t h  f r o m  j  t o  k ,  t h e  follow i n~ o p e r a t i o n  
i s  p e r f o r m e d .  
*  
m . k  : =  m i n [ m . k  ,  m i n  ( m  . .  +  m . k  ) ]  
J  n  J  n  n  J l P  1  q  
p  =  l ,  .  .  . •  N K  
q  =  l  ,  •  •  •  •  ~~ K  
E s s e n t i a l l y  t h i s  o p e r a t i o n  f o r m s  a l l  c o m b i n a t i o n s  o f  p a t h s  f r o m  j  t o  k  
t h r o u q h  i .  S i n c e  n o t  a l l  o f  t h e  N K  p ' s  o r  q ' s  m a y  b e  n o n - i n f i n i t y ,  t h e r e  
w i l l  b e  a  m a x i m u m  o f  ( N K )
2  
o f  t h e s e  p a t h s .  T h e  p a t h  t h r o u g h  i  w i t h  t h e  
n t h  b e s t  d i s t a n c e  i s  c o m p a r e d  w i t h  t h e  e x i s t i n g  p a t h ,  m j k n ·  
T h e  m i n i m u m  
*  
*  
o f  t h e s e  t w o  p a t h s  i s  m j k n '  
T h e  mj k n  r e p l a c e d  b y  mj k n  i s  n o t  s i m p l y  
d i s c a r d e d  b u t  b e c o m e s  t h e  m j k , n + l  b e s t  d i s t a n c e .  
( I t  c a n  b e  o b s e r v e d  
t h a t  w h e n  n ,  p  a n d  q ·  a r e  a l l  o n e ,  t h e  a b o v e  o p e r a t i o n  r e d u c e s  t o  t h e  
s a m e  o p e r a t i o n  o r i g i n a l l y  d e s c r i b e d  i n  t h e  Ca s c a d e  A l g o r i t h m  a n d  
A  1  g o r i t h m  9 7 . )  
T o  i l l u s t r a t e  t h e  p r o c e d u r e  c o n s i d e r  t h e  n e t w o r k  i n  f i q u r e  5  a n d  
i t s  a s s o c i a t e d  i n i t i a l  d i s t a n c e  ma t r i x  g i v e n  b e l o w .  




I N F  
I N F  
0  6  
I N F  
7  
I N F  
I  N F  
0  
4  
I N F  
I N F  
I N F  
I N F  
0  
8  
I N F  
I N F  
9  
1 3  
0  
T h e  f i r s t  n o n - i n f i n i t y  c o l u m n  e l e m e n t  e n c o u n t e r e d  i s  m j i n  =  m
1 2 1
.  
S e a r c h i n g  r o w  2 ,  t h e  f i r s t  n o n - i n f i n i t y  e l e m e n t  i s  m i k n  =  m
2 3 1  
. .  F o l l o w-
i n g  i s  t h e  f i r s t  s e t  o f  c o m p a r i s o n s .  
1 . 1  
m s  =  m l 2 l  +  m 2 3 l  =  3  +  6  =  9  >  m l 3 1  =  4  
m l 3 l  : f .  m s  
1 . 2  
m s  =  m l 2 1  +  m 2 3 l  =  9  <  ml 3 2  =  I N F  
m l 3 2  : =  
9  
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F i a u r e  5  
N e t w o r k  f o r  N t h  B e s t  P a t h  E x a m p l e  
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C o n t i n u i n g  a c r o s s  r o w  2 ,  
2 . 1  m s  =  m
1 2 1  
+  m
2 5 1  
=  3  +  7  =  1 0  <  m
1 5 1  
=  I N F  
m l 5 l  : =  1 0 .  
F o l l o wi n g  a r e  t h e  s t e p s  f o r  c o l u m n  3 .  
3 . 1  m s  =  m
1 3 1  
+  m
3 4 1  
=  4  +  4  =  8  <  m
1 4 1  
=  9  
m l 4 2  : =  m l 4 l  
m l 4 1  :  =  
8  
=  9  
3 . 2  m s  =  m
1 3 2  
+  m
3 4 1  
=  9  +  4  =  1 3  >  m
1 4 2  
=  9  
m
1 4 2  
: f  m s  
3 . 3  m s  =  m
1 3 2  
+  m
3 4 1  
=  1 3  <  m
1 4 3  
=  I N F  
m l 4 3  : =  1 3  
4 . 1  m s  =  m
2 3 1  
+  m
3 4 1  
=  6  +  4  =  1 0  <  m
2 4 1  
=  I N F  
m 2 4 1  : =  1 0  
5 . 1  m s  =  m
5 3 1  
+  m
3 4 1  
=  9  +  4  =  1 3  =  m
5 4 1  
m
5 4 1  
: " f  m s  
A t  t h i s  p o i n t  t h e  m a t r i x  w o u l d  b e  a s  g i v e n  b e l o w.  
M  =  
0  
I N F  
I N F  
I N F  
I N F  
3  ~ 
o ,  
I N F  
I
I N F  
I N F  
4  1 9  
6  
0  
H ! F  
9  
8  9  1 3  1 0  
1 0  7  
4  I  N F  
0  8  
1 3  0  
U p o n  c o m p l e t i o n  o f  t h e  a l g o r i t h m,  M *  wo u l d  a p p e a r  a s  b e l o w.  
M *  = I I  0  
I N F  
I NF ,  
I  N F
1  
I N F  
3  
0  
4  9 1 9  8  9 1 3 1 0 11 6 1 1 7  
6  1 6  2 7  1 0  2 0  3 1  7  1 8  
0  2 1  4  2 5  1 2  
1 7  0  2 1  8  
9  1 3  0 12 1  
A s  b e f o r e ,  t h e  c o l u m n s  o f  t h e  m a t r i c e s  a r e  d i v i d e d  b y  d o u b l e  l i n e s .  
B e t w e e n  t h e  d o u b l e  l i n e s  a r e  t h e  thr~e e l e m e n t s  o f  t h e  t h i r d  d i m e n s i o n ,  
t h e  f i r s t ,  s e c o n d  a n d  t h i r d  . b e s t  d i s t a n c e s  f r o m  j  t o  k .  
P r o o f  o f  t h e  n t h  b e s t  p a t h  a l 9 o r i t h m  r e l i e s  o n  t h e  p r o o f  o f  
A l g o r i t h m  9 7 .  F o r  i f  A l g o r i t h m  9 7  i s  v a l i d ,  i t  mu s t  b e  t r u e  t h a t  a l l  
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p o s s i b l e  c o m b i n a t i o n s  o f  p a t h s  a r e  e n u m e r a t e d  a n d  o n l y  t h e  s h o r t e s t  
r e t a i n e d .  I f  A l g o r i t h m  9 7  f a i l s  t o  c o n s i d e r  e v e n  o n e  p a t h  f r o m  j  t o  k ,  
t h e n  n o  c l a i m  c a n  b e  ma d e  o f  i t s  v a l i d i t y .  F o r  t h e r e  c a n  b e  n o  g u a r a n t e e  
t h a t  t h i s  o n e  n e g l e c t e d  p a t h  i s  n o t  t h e  s h o r t e s t .  T h e  p r o o f  o f  A l g o r i t h m  
9 7  h a s  b e e n  s u f f i c i e n t l y  e s t a b l i s h e d  b y  Wa r s h a l l  [ 1 9 ] ,  M u r c h l a n d  [ 1 5 ]  a n d  
H u  [ l l ] .  T h u s , · a l l  p o s s i b l e  c o mb i n a t i o n s  o f  p a t h s  f r o m  j  t o  k  a r e  c o n -
s i d e r e d  a n d  o n l y  t h e  s h o r t e s t  k e p t .  F o r  t h e  n t h  b e s t  p a t h  a l g o r i t h m ,  
t h e  r e m a i n i n g  p a t h s  a r e  n o t  d i s c a r d e d .  A l l  p a t h s  a r e  e s s e n t i a l l y  p l a c e d  
i n  o r d e r  a n d  s t o r e d .  
T h e  p r o c e d u r e  e m p l o y e d  i n  c o n s t r u c t i n g  M R  t o  e n a b l e  t h e  p a t h  t o  b e  
e n u m e r a t e d  i s  t h e  s a m e  a s  b e f o r e .  F i r s t  n o d e  r e p l a c e m e n t  o c c u r s  i m m e d i -
a t e l y  a f t e r  t h e  d i s t a n c e  r e p l a c e me n t .  C o n s i d e r i n g  t h e  p r e c e d i n g  e x a m p l e ,  
r e p l a c e m e n t s  i n  MR  w o u l d  o c c u r  a s  f o l l o w s .  
1 . 2  
2 .  l  
3 .  l  
3 . 3  
m r l 3 2  : =  m r l 2 l  =  
2  
m r l 5 l  
: =  m r l 2 l  =  2  
m r l 4 2  : =  m r l 4 l  =  
4  
m r l 4 l  : =  m r l 3 l  =  
3  
m r l 4 3  : =  m r l 3 2  =  
2  
A t  t h i s  p o i n t  t h e  f i r s t  r o w  o f  M R  w o u l d  a p p e a r _  a s  t h e  f o l l o wi n g .  
I l l  I  I  
112  I  
I  
1 3  I  2 1  
1 \ 3  I  4  I  2  II  2 1  I  I I  
F o l l o w i n g  i s  M R  a s  i t  e x i s t s  u p o n  c o m p l e t i o n  o f  th~ a l g o r i t h m .  
M R  =  I l l  I  
I  



















1 4  5  
5  
3  
1 4  
5 1 4  
Ex t r a c t i o n  o f  t h e  p a t h  f r o m  M R  i s  s o m e w h a t  d i f f e r e n t  t h a n  i n  t h e  
.  
p r e v i o u s  e x a m p l e s .  T h e  f i r s t  n o d e  o f  t h e  n t h  b e s t  p a t h  f r o m  j  t o  k  w i l l  
n o t  n e c e s s a r i l y  b e  f o u n d  i n  t h e  n t h ,  t h i r d  d i m e n s i o n a l  e l e m e n t .  Co n -
s i d e r  t h e  n t h  b e s t  p a t h  u  =  ( j ,  
p ,  ·  · ,  q ,  ·  · ,  k ) .  T h e  f i r s t  n o d e  
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o f  t h e  p a t h  u  w o u l d  b e  m r . k  a n d  f o u n d  i n  t h e  n t h  e l e m e n t .  S u c c e e d i n g  
J  n  
f i r s t  n o d e s  m a y  b e  f o u n d  i n  t h e  n t h  e l e m e n t  u n t i l  s a y  t h e  p t h  n o d e  i s  
r e a c h e d .  N o w  t h e  f i r s t  n o d e  o f  t h e  p a t h  f r o m  p  t o  k  m a y  b e  i n  t h e  n - l s t  
e l e m e n t ,  i n d i c a t i n g  t h a t  t h i s  i s  n o w  t h e  n - l s t  b e s t  p a t h  f r o m  p  t o  k .  
C o n t i n u i n g ,  t h e  p a t h  f r o m  q  t o  k  m a y  b e  t h e  f i r s t  b e s t  p a t h .  T h u s ,  t h e  
d i s t a n c e  ma t r i c e s  ( i n c l u d i n g  o r i g i n a l )  m u s t  b e  u s e d  i n  c o n j u n c t i o n  w i t h  
t h e  r o u t i n g  ma t r i c e s  a s  t h e  p a t h  i s  t r a c e d  f r o m  j  t o  k .  
U p o n  r e a c h i n g  
t h e  f i r s t  n o d e  o f  u ,  m r . k  ,  t h e ·  d i s t a n c e  o f  t h e  a r c  f r o m  j  t o  m r . k  m u s t  
J  n  J  n  
*  
b e  s u b t r a c t e d  f r o m  t h e  t o t a l  d i s t a n c e  o f  u .  
T h e  e l e m e n t s  o f  m  k  a r e  
.  m r j k n '  
n o w  s e a r c h e d  f o r  t h i s  l e s s e r  d i s t a n c e .  
T h e  t h i r d - d i m e n s i o n a l  e l e m e n t  
w i l l  i n d i c a t e  w h a t  b e s t  p a t h  w e  s h a l l  c o n t i n u e  o n .  
*  
U s i n g  m a t r i c e s  M ,  M  ,  a n d  M R  l e t  u s  d e t e r m i n e  t h e  s e c o n d  b e s t  p a t h  
f r o m  n o d e  1  t o  n o d e  5 .  F r o m  m r
1 5 2  
w e  o b t a i n  t h e  f i r s t  n o d e  a s  3 .  S u b -
t r a c t i n g  t h e  o r i g i n a l  m
1 3 1  
f r o m  t h e  t o t a l  d i s t a n c e  o f  t h e  p a t h  m
1 5 2  
=  1 6 ,  
w e  o b t a i n  m
3 5
i  =  1 2 .  S e a r c h i n g  m
3 5
i  w e  f i n d  i  =  l ,  m e a n i n g  f r o m  n o w  o n  
w e  a r e  o n  t h e  f i r s t  b e s t  p a t h  s o  n o  m o r e  s u b t r a c t i n g  i s  n e c e s s a r y . ·  C o n -
t i n u i n g ,  m r
3 5 1  
=  4  a n d  l a s t l y  m r
4 5 1  
=  5 .  T h u s ,  t h e  s e c o n d  b e s t  p a t h  f r o m  
1  t o  5  i s  u  =  ( 1 ,  3 ,  4 ,  5 )  a n d  h a s  a  d i s t a n c e  o f  1 6  u n i t s .  
1 0 .  T h e  T r a v e l i n g  S a l e s m a n  P r o b l e m  
A l g o r i t h m  9 7  d e t e r m i n e s  t h e  s h o r t e s t  p a t h  f r o m  j  t o  k .  T h e  f i r s t  
e x t e n s i o n  d i s c u s s e d  a l l o w e d  u s  t o  e x p o s e  a l l  p o s s i b l e  m i n i m u m  p a t h s .  I n  
b o t h  c a s e s  m  . .  w a s  i n i t i a l i z e d  t o  z e r o .  I f ,  i n s t e a d ,  m  . .  w a s  s e t  t o  
J J  J J  
i n f i n i t y ,  w e  c o u l d  h a v e  e x t r a c t e d  t h e  m i n i m u m  c i r c u i t s .  E x t e n d i n g  t h i s ,  
i f  m  . .  w a s  s e t  t o  i n f i n i t y  i n  t h e  n t h  b e s t  p a t h  a l g o r i t h m ,  w e  w o u l d  h a v e  
J J  
o b t a i n e d  t h e  n t h  b e s t  c i r c u i t  f r o m  j  t o  j ,  f o r  a l l  j .  I f  t h e  n t h  b e s t  
c i r c u i t  c o n t a i n s  a l l  t h e  n o d e s  o f  t h e  n e t w o r k  a n d  t h e  o n l y  n o d e  a p p e a r i n g  
m o r e  t h a n  o n c e  i s  j ,  w h i c h  a p p e a r s  e x a c t l y  t w i c e ,  f i r s t  a n d  l a s t ,  t h a t  
3 0  
•  . , . . . . . - - . - . .  ~...,.,.~·~ . .  "<;"~'~ 
. . !  
c i r c u i t  i s  d e f i n e d  a s  a  t o u r  a n d  i s  a  c o n t e n d e r  f o r  t h e  o p t i ma l  s o l u t i o n  
t o  t h e  t r a v e l i n g  s a l e s m a n  p r o b l e m .  T h u s ,  t h e  t r a v e l i n g  s a l e s m a n  p r o b l e m  
m o d e l e d - a s  a  n t h  b e s t  p a t h  p r o b l e m  i s  n e x t  t o  b e  i n v e s t i g a t e d .  
T h e  n t h  b e s t  p a t h  f o r m u l a t i o n  i n  t h e  p r e v i o u s  s e c t i o n  i s  n o t  a  
m i n i m u m  p a t h  f o r m u l a t i o n ,  a s  i s  P o l l a c k ' s .  T h u s ,  p a t h s  w i t h  l o o p s  c a n  
b e  e x p e c t e d .  T h i s  c o u l d  b e  r e m e d i e d  b y  t h e  i n s e r t i o n  i n t o  t h e  c o m p u t e r  
p r o g r a m  o f  a  s u b r o u t i n e  c a l l e d ,  s a y ,  N O L O P S .  E a c h  t i m e  a  n e w  p a t h  w a s  
f o r m e d  b y  a d d i n g  t wo  p a t h s ,  N O L O P S  wo~ld c o n s t r u c t  t h e  p a t h  a n d  d i s c a r d  
i t  i f  i t  o b t a i n e d  a  l o o p .  
T h u s  w e  a r e  a s s u r e d  o f  l o o p l e s s  p a t h s .  R e c a l l  t h a t  a l t e r n a t e  n t h  
b e s t  p a t h s  w e r e  d i s c a r d e d .  O n l y  t h e  f i r s t  n t h  b e s t  p a t h  w a s  r e t a i n e d .  
T h e r e  i s  n o  w a y  o f  k n o wi n g  i f  t h a t  d i s c a r d e d  a l t e r n a t e  n t h  b e s t  p a t h  w a s  
o p t i m a l .  A  w a y  o f  f i x i n g  t h i s  w o u l d  b e  t o  c o mp a r e  a l t e r n a t e  p a t h s  a s  
t h e y  a r i s e  a n d  r e t a i n  t h e  o n e  w i t h  t h e  m o s t  n o d e s .  B u t  t h i s  i s  n o t  
r e a l l y  c o r r e c t .  F o r  t h a t  a l t e r n a t e  n t h  b e s t  p a t h  t h r o w n  a w a y  m a y  h a v e  
c o m b i n e d  w i t h  s o m e  o t h e r  p a t h  a n d  f o r me d  a n  o p t i m a l  c i r c u i t .  T h u s ,  a l l  
a l t e r n a t e  n t h  b e s t  p a t h s  m u s t  b e  r e t a i n e d .  N o w ,  a l l  a l t e r n a t e  n t h  b e s t  
c o m b i n a t i o n s  o f  p a t h s  mu s t  b e  c o n s i d e r e d .  T h i s  c o u l d  b e  a c c o m p l i s h e d  b y  
a d d i n g  a  f o r t h - d i m e n s i o n - t o  t h e  ma t r i c e s  M  a n d  M R .  E a c h  w o u l d  b e  d i m e r i -
s i o n e d  N O  x  N O  x  N K  x  N A  a n d  m . k  w o u l d  b e  t h e  p t h  a l t e r n a t e  n t h  b e s t  
J  n p  
p a t h  f r o m  j  t o  k .  U p o n  c o m p l e t i o n  o f  t h e  a l g o r i t h m  t h e  n  b e s t  c i r c u i t s  
f r o m  j  t o  j  w o u l d  b e  s e a r c h e d  a n d  t h e  f i r s t  t o u r  e n c o u n t e r e d  w o u l d  b e  
a n  o p t i m a l  s o l u t i o n ,  
Thes~ m o d i f i c a t i o n s  wo u l d  s e e m  t o  o v e r c o m e  t h e  d i f f i c u l t i e s  o f  t h e  
n t h  b e s t  f o r m u l a t i o n .  T h e  o p t i m a l  s o l u t i o n  w o u l d  b e  a n  e x a c t  s o l u t i o n  t o  
t h e  t r a v e l i n g  s a l e s ma n  p r o b l e m .  I t  i s  a n t i c i p a t e d ,  h o we v e r ,  t h a t  t o  h a n d l e  
l a r g e  n e t w o r k s  i n  t h i s  w a y  a  c o m p u t e r  w o u l d  h a v e  t o  s a t i s f y  t h e  f o l l o w i n g  
c o n d i t i o n s .  
3 1  
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l .  Ha n d l e  f o u r  d i m e n s i o n s  
2 .  H a v e  a  s t o r a g e  c a p a c i t y  l a r g e r  t h a n  e v e n  t h e  p r e s e n t  
d a y  a d v a n c e d  c o m p u t e r s  
3 .  Be  f a s t e r  t h a n  t h e  p r e s e n t  d a y  c o m p u t e r s  
3 2  
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8 I F l _ I Q G R A P H Y  
B e l l m a n ,  R .  a n d  Ka l ~ba , R . ,  
1
' l1 n  k t h  B e s t  Poli c i~ s, ·  . . .  \.'~ Lwn ~· 
S o c i e t y  f o r  I n d u s t n a l  a n d  :\N~ lied M a t h e m a t i c s ,  \ , - ·  ~:-
p p .  5 8 ' 2 - 5 8 8 ,  ' •  
0
'  I I '  
o f  t h e  
4  (  1 9 6 0 ) '  
B e l l m o r e ,  M .  a n d  Ne m h a u s e r ,  G .  L . ,  " T h e  Trave1 in ~; ~,'U esrna r;; P r o b l e m :  
A  S u r v e y , "  T h e  J o h n s  Ho p k i n s  Un i v e r s i t y .  




~s lated b y  
A .  D o i g ,  Me t h u e n ,  L o n d o n  a n d  J o h n  W 1 l e y ,  N e w  1 ~ 1  i 9 G 2 ) ,  ~ p . 1 3 8 - 1 4 0 .  
B e r g e ,  c .  a n d  G h o u i  l  a - H o u r i ,  A.~ P r o g r a m m i  n q ,  ~l.t.:'_~:~n d T~nsportati o n  
N e t w o r k s ,  t r a n s l a t e d  b y  M.  ~!e rnngton a n d  C .  Ra l l i . : 1 1 \ U J , \ C h a l · y ;
1
l u ,  Me t h u e n  
( 1 9 6 5 ) ,  p p .  1 7 5 - 1 8 2 ,  
B o c k ,  F . ,  K a n t n e r ,  H .  a n d  ! l a y n e s ,  J . ,  " A n  A l g o r i t h m  ( T h e  N : : h  B e s t  P a t h  
A l g o r i t h m )  f o r  F i n d i n g  Ra n k i n q  ~a t hs t~rough a  N c t~,·u l· k ," Ri : > s e a r c h  
R e p o r t ,  Ar m o u r  Re s e a r c h  F o u n d a t 1 o n ,  C h 1 c a g o  ( No v t'I II L' , ~ l' 1 9 5 7 ) .  
D a n t z i g ,  G .  B . ,  " A l l  ~hort~s t l<o u t e s  ~n a  G r a p h ,
1 1  
T e c h n i c a l  R e p o r t  
N o .  6 6 - 3 ,  S t a n f o r d  U m v e r s ·1 t y ,  O p e r a t 1 o n s  R e s e a r c h  l l o u s e  ( N o v e m b e r  
1 9 6 6 )  .  
F a r b e y ,  B .  A  .  . ,  L a n d ,  A .  H .  a n d  M u r c h l a n d ,  J .  D . ,  " T h e  C a s c a d e  
A l g o r i t h m  f o r  F i n d i n g  a l l  S h o r t e s t  D i s t a n c e s  i n  u  l l i l · c c t e d  G !~a ph "  
M a n a a e m e n t  S c i e n c e ,  V o l .  1 4 ,  No . 1  ( 1 9 6 7 ) . ,  p p .  1 9 - 2 1 1 .  '  
F l o y d ,  R .  W . ,  " A  l  gorit~m 9 7 :  ~hortest P a t h , "  Co!}H'~'-' .lJ-~
15 
o f  t h e  
A s s o c i a t i o n  f o r  C o m p u t 1 n a  ~~ ac h1n ery, V o l .  5  ( l % Z ) ,  p p .  34 5·-.~--
F o r d ,  L .  R . ,  J r .  a n d  F u l k e r s o n ,  D.  R . ,  F l o w s  i n  N< : l.~n· ks , P ! · i n c e t o n  
U n i v e r s i t y  P r e s s  ( 1 9 6 2 ) ,  p p .  1 3 0 .  
H o f f m a n ,  w .  a n d  P a v 1 e y  R , ,  " / \  ~~e thod f o r  t h e  S o l u t i o n  o f  th t~ Nt h  B e s t  
P a t h  P r o b l e m , "  J o u r n a l  o f  the~ A s s o c i a t i o n  f o r  C o'~l~!_ l.ir.!5J_Mac 1Jinery, 
V o l .  6 ,  N o .  4  ( 1 9 5 9 ) ,  p p .  5 ( J G ,  .  
H u ,  T .  c . ,  " A  D e c o m p o s i t i o n  / \ l q o r i t h m  f o r  Shorte ~, f: i > < J t h s  i n  a  Ne t \ o l i o r k , "  
O p e r a t i o n s  R e s e a r c h ,  V o l .  1 6 ,  t l o .  1  ( 1 9 6 8 ) ,  p p .  9 2 - i f J ( .  
H u ,  T .  C . ,  " R e v i s e d  M a t r i x  f : . l r J o r i t h m s  f o r  S h o r t e : : : ; L  I ' . J I ; h s , "  S I A M  
J o u r n a l  o f  A p p l i e d  M a t h e ma i . i r : s ,  V o l .  1 5 ,  N o .  1  ( l ' J r , ; ) ,  p p .  2 0 7 - 2 1 8 .  
L a n d ,  A .  H .  a n d  S t a i r s ,  S .  ~ 1 ., " T h e  E x t e n s i o n  o f  i . h r :  C; ; s c a d c  A l q o r i t h m  
t o  L a r g e  G r a p h s , "  r~a n aq em_E:r · L.'>: ie nce, V o l .  1 4 ,  U r ; .  1  ( 19 6 7 ) ,  p p .  2 9 - 3 3 .  
M u r c h l a n d ,  J .  D . · ,  "Bib1i o c r;; ~). ; o f  t h e  S h o r t e s t  f' r , , ; t . r ;  l ' r o b l c r n  "  L B S -
T N T - 6 ,  L o n d o n  B u s i n e s s  S c h r . - , 1 ,  J i . u a u s t  1 9 6 7 ,  ( Re v i ' . i r , r , ; .  '  
1 1
A  ~ I .  I'  '  J  f  F .  d .  l l  , -
1  
M u r c h 1 a n d ,  J ,  D . ,  ~ ~ew : : ' : " , r _ ,  o r  l n  l n q  a  , , r: - - r- r ·• _ ; ; r y  P . J t h s  i n  
a  C o m p l e t e  Di r e c t e d  G r a p h ,  _ ' , > T N T - 2 2 ,  L o n d o n :: ·, · . ( ! · ·, · .  S c h o r ; ]  ( 1 9 6 5 ) .  
N a r a h a r i  P a n d i t ,  S .  N . ,  " T '~: · . - ' ) r t e s t  R o u t e  P re~:. ~::· - : - r :  1 \ d d r : n d u m "  
O p e r a t i o n s  Re s e a r c h ,  Vo l .  : ,  
1
: 3 6 1 ) ,  p p .  1 29- 13~ . '  
1 7 .  P o l l a c k ,  ~~ . , 
1 1
T h e  k t h  B e s t  R o u t e  t h r o u a h  a  N e t w o r k ,
1 1  
O p e r a t i o n s  
Re s e a r c h ,  Vo l .  9 ,  N o .  4  ( 1 9 6 1 ) ,  p p .  57 ~- 580 . 
1 8 .  P o l l a c k ,  ~~ . , 
1 1
S o l u t i o n s  o f  t h e  k t h  B e s t  R o u t e  t h r o u q h  a  Ne t v J O r k  - a  
R e v i e w ,
1 1  
J o u r n a l  o f  ~1at h emat i ca l A n a l y s i s  a n d  A p p l i c a t i o n s ,  V o l .  3  
( 1 9 6 l ) s  p p .  5 4 7 - 5 5 9 .  
1 9 .  ~la r sha ll, S .  ~ 
1 1
A  T h e o r e m  o n  B o o l e a n  M a t r i c e s ,
1 1  
l l o u r n a l  o f  t h e  
As s o c i a t i o n  f o r  C o m p u t · i n q  ~~ac hin ery_ , V o l .  9  ( 1 9 6 2 ) ,  p p .  1 1 :  
3 4  
~ 
A P P E N D I X  I  
F l o w  D i a g r a 1 n  f o r  t h e  S h o r t e s t  P a t h  A l q o r i t h m  
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I  T R U E  ~· 
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A P P E N D I X  I I I  
r ! l R T R A N  I V  C 0 ' - 1 P t J T E R  P R O G R A M  F O R  T H F  A L L  ! \ L T E R N A T F  
P A T H  A L G C R T H W  
C  I N f = I f ' i F I N I T Y  
C  ~H> N U  f ' I - B  E  R  O F :  I · J C i  U l :  S  
C  1 \ ! A = " ' A X [ M U ' v l  ~LJI~ l-H:k O F  E X P E C T E f 1  F i R S T  " J : l f ! E S  
C  f'~GG =FI RST N , J L H  :J F  P A T H  T O  B E  P R i f \ J T E n  ( J i l T  
C  N E N D = L A S T  N 0 0 f  O F  P A T H  T n  R F  P R I N T E D  n u T  
C  I ' '  t l  L  T  =  1  I  F  f l  E  S  I  R  E  A  L  L  A  L  T  E  R  N  t \  T  F .  P  A  T  H  S  F  R  0  M  N  0  D  c  N  G  D  T  0  
C  N C D E  N F N D , O  I F  N O T  
C  N~ AT = l I F  D E S T q E  A L L  AL T E R N A T E  R O U T I N G  M A T R I C E S  T O  R F  
C  P R I N T F D  O U T , O  I F  N O T  
C  M ( I , , J ) = M A T R I X  O F  D I S I A N C E S  F R O M  f  T O  J .  ! I S  R E A D  l l \ ! , t S  
C  D I S T l l l ' i C E  O F  S I N G L E  A R C  F R C ! :" 1  I  T I J  J , n r .  I N F H . ! T T Y  r r - " l r J  
C  SUC i ~ A ! ' C  E X I S T S .  A S  P R I N T f r )  f l U T , I S  s ; : r l R T E S T  D TST.'l ~ I C[ 
C  O F  ~1\TH F R n M  I  r - :  J  
C  M  R  (  I  ,  J  9  K  l  =  ~z 0  l J  T  T  1 '
1  
G  , \ 1  A T  R  I  X  
C  N1,N2=PAR. M-~F.TFr~ s l J S t ; : D  T O  FACIL!\T ~ P R I N T  O U T  





DI MENS I O~ ~ ~ ~O,SO ) ,MR ( 50
9
50,10 l 
N AMEL I ST /l ~P UT/ M 
C  ~ EAD A N D  P~INT PARA~ETERS 
R  E  A  D  3  8  ,  I  N  F  ,  N  !  )  ,  l ' l  A  ,  N  G  0  ,  1 \ 1  f :  N  D  ,  \ J  A  L  T  ,  N  i~ ·~ T  ,  N  1  ,  N  2  
P R I N T  3B, I Nf , NO ,NA,NGflvNENO,NALT,N~dT,Nl
7
N2 
C  A L L  E L~ MENTS O F  M( l  , J )  A R E  S E T  T O  I N F I N I T Y  E X C E P T  
C  D I A G O N A L  E L EM~N TS WH I C H  4 R f  ~FT T n  Z E R O .  M R C I , J , K )  I S  
C  I N I T I A L I Z E D  
o n  1 2  I=1, ~'>JO 
DO  1 1  J = 1 , t · . . ' O  
f - I R  (  J  ,  I  ,  1  l  =  I  
D O  1 0  K = 2
9
f \ 4A  
1 C  M R ( J , I , I < ) = I N F  
1 1  ~ (I , Jl = I NF 
1 2  f ' . ! ( I , l } = O  
C  R E A D  I N  NON-INFI~ITY E L E M F N T S  n F  ~(I,Jl 
R f : A 0 ( 5 , I N F L J T )  
C  P R I N T  O U T  I N I T I A L  f 1 I S T A N C E  M A T R I X  
P R I N T  3 3  
P R I N T  3 9 , (  I , I = l , N D )  
D ! J  1 3  I = l , t - J D  
P R I N T  4 0 , I , ! M ( J , J ) , J - = l , N O l , I  
1 3  C O I ' < T I N U E  
C  C G N V E R T  I N I T I A L  M A T R T X  T O  S H O R T E S T  8 I S T A N C E  M A T R I X  A N D  
C  T R A N S F O R M  R O U T I N G  M A T R I X  
D O  2 0  I = l , N O  
D O  2 0  J = 1 , N O  
IF(~(J,I ) . F Q . I N F )  G O  T O  ? 0  
I F C L E Q . J )  G O  T I J  2 0  
D O  2  0  L < .  =  1 ,  " J D  
IFPHI,K).f t~.JNFl G O  T n  2 0  
I F ( I . E Q . K l  G O  T O  2 0  
M S  =  M  (  J  ,  I  l  +  M  (  I  ,  K )  
I F P 1 S - M ( J , K i l  1 4 , 1 6 , 7 0  
1 4  M ( J I K ) = M S  
D O  5  L = l , N A  
1 5  MR (J, K ,L)=M~(J,I,L) 
G I J  T O  2 0  
l f  0 0  1 9  L = l , N A  
I F U ) , R ( J v ! , U . E O . I I \ I F I  G O  T O  ? 0  
D O  1 7  N = l , N A  
I F ( M R ( J , K , N l . E O . I N F )  G O  T Q  l R  
I F  (  f ' I , R  (  J ,  I ,  L )  - M R  (  J ,  K ,  N )  l  1 7 ,  1 9 ,  1 7  
1 7  C O N T I N U E  

























, . .  
. .  -
P R I N T  3 7  
G L J  T O  3 2  
1 8  M~ (J
9
K,N ) =MP (J 9 I , Ll 
1 9  C O NT I N UE :  
2 0  C O N T I N U E  
C  I F  NM A T = l  P :< . I N T  O t J T  M A T R I C E S  
IFIN ~A T oE W o Ol G O  T O  3 1  
C  D E T E R M I N E  M A X I MU M  NUW~ ER O F  F I R S T  N O O E S  
l A = l  
D O  2 2  I = l , N O  
D O  2 2  J = l , N O  
K A = O  
D O  2 1  K= l , N A  
I F I MR ( I , J , K ) . L T . I N F )  K A = K A + l  
2 1  C O N T I  N t J E  
I F ( K A . G T . Y,' J . l  I A = K A .  
2 2  C O N T I NU E  
C  F O R  E LE ~EN T S O F  M( l f J ) = I N F I N I T Y  MA K E  C O R R E S P O N D I N G  
C  E L E M E N T S  O F  M k ( I , J v l J = I N F I N I T Y  
0 0  2 3  I = t , . N D  
D O  2 3  J = l , N D  
I F  { ; ' - 1  (  I  , J )  G  L  L  I  NF )  G O  T O  2  ' 1  
MK ( ! , J , 1 ) = I N F  
2 3  C O NT I N U E  
C  P R I N T  O U T  S H O R T E S T  D I S T A N C E  M A T R I X  
f ' R I N T  3 4  
F ~ INT 4 l , ( I , I = l , N l l  
0 ~ ) 2 4  I = l , N D  
P R I N T  42~I,(M(I,J)
7
J = l?Nli,I 
2 4  C O N T I N U E  
l F ( N 2 . t C . O l  G O  T O  2 6  
P R I N T  4 3 9  ( I  , I = N 2 ,  NO )  
D O  2 5  [ = l , N D  
F R I N T  4 2 , ! , ( M ( I , J ) , J = N 2 , N D ) , l  
2 5  C O NT I N U E  
C  P R I NT  O U T  R O U T I NG  M A T R I X  
2 6  P R I N T  3 5  .  
C O  3 0  l = l , I A  
P R I N T  4 l , ( L , L = 1 , N l l  
0 0  2 7  J = l , N D  
P R I N T  4 2 , J , ( M R ( J , K , I } , K = l , N l ) , J  
2 7  C O N T I N U E  
I F ( N 2 o E O o O l  G O  T O  2 9  
P R I N T  4 3
7
( L , L = N Z , N O )  
0 0  2 8  J = 1 , N D  
F R i t H  4 2 , J
7
( M R ( J , K , I ) , K = N 2
9
N D l , J  
2 8  C O NT I NU E  
2 9  I F ! I A . E O o i l  G O  T O  3 C  
P R I N T  3 6  
3 0  C O N T I N U E  
C  I F  N A L T = l  P R I N T  C J U T  A L L  A L T E R N A T E  P A T H S  F RO'-~ NU D E  NG O  T O  
C  N O D E  N E N D  
3 1  I F ( N A L T . E O . O l  G O  T O  3 2  
C A L L  . t > L T E R N  
3 2  C i . J NT I NU E  
3 3  F O R MA T ( l H l , '  I N I T I A L  M A T R I X ' , / / )  
3 4  F O R MA T ( l H l  , •  S H O R T E S T  D I S T A NC E  MA T R ! X v , / / )  
3 5  F O R ' · l A T ( l H l  , •  R O U T I NG  MAT R I X ' , / / )  
3 6  F O R M A T ( l H l  , •  A L T E R N A T E  R O U T I N G  MA T R I X ' , / / )  
3 7  F O R M A T ( l H l ? '  N U MB E R  O F  F I R S T  N O D E S  E XC E E D S  S T O R A G E ' )  
3 8  F i . J R M A T ( 9 I 8 l  
3 9  F O R M A T ( 6 X r 5 0 I 2 , / / )  
4 0  F O R M A T ( I 3 , 3 X , 5 0 I 2 , 1 6 )  
4 1  F O R M A T C6 X , 2 5 I 4 9 / / l  
4 2  F O R M A T ( [ 3 , 3 X , 2 5 I 4 , I 5 )  
4 3  F O RM A T ( 1 H l , 5 X , 2 5 ! 4 , / / )  
E N D  
3 9  
( '  
. . .  - . . . . . . .  - . . . . .  ,.._-l:~l''!C'"'!""-·~=-.._~~~~='f'l:""~-:-~~~~!·-.. . .  ~.......,...~~· .. . . . . . . .  -~--
•  
•  
S U B R O U T I N E  A L T E R N  




NGO,NENOvM, ~ R 
D I M E N S I O N  M( 5 0
1
5 0 ) v M R ( 5 0 , 5 0 v l 0 }  
~IN= M (N G O,N~NOI ·  
P R I N T  17,NGO,NENO~~IN 
P R I N T  1 8  
D O  2  I = J . , N D  
M ( 2 v ! ) = 0  
D O  1  J = : t , N A  
I F ( M R ( I v N E N D , J l o G E o i N F )  G O  T O  2  
1  M ( 2 , I J = M ( 2 , I l + l  
2  C O N T I N U E  
N = O  
J = l  
K = N G O  
D O  3  I = l , N D  
M ( 1 , l l = I N F  
3  1 " ( 3 ,  I  ) = I N F  
M ( l , J ) = K  
J = J i · l  
4  I F ( K - N E N O )  5 , 1 0 , 5  
5  I F ( M ( 2 , K l o L E . l )  G O  T O  7  
N i \ J = M ( 2 , K ) - l  
0 0  6  I = l , N N  
N= N + l  
6  f . ! ' ! { 3 , N l = K  
L = K  
7  M A I = M ( 2 , t < )  
I F ( M A l e E O . l )  G O  T O  9  
M A l =  1  
0 0  8  I = l v N O  
I F ( M ! 3 , I l . E O . K )  M A I = M A I + l  
8  C O N T I N U E  
9  N E X T = M R ( K 9 N E N D 9 M A I )  
M( 1 , J l = N E X T  
K = N E X T  
J = J + l  
G O  T O  4  
1 0  I  I = J - 1  
P R I N T  1 9 , ( M ( l , I l v i = l , I I )  
I F ( N . L E e O l  G O  T O  1 6  
0 0  1 1  I = 1 , N D  
J F ( M( 1 , J - l ) . E 0 o l }  G O  T O  1 2  
J = J - 1  
1 1  M ( 1 , J l = I N F  
1 2  C O N T I N U E  
M ( 3 , N ) = I N F  
N = N - 1  
M A I = M ( 2 1 l l  
J F ( M A I . E O o l l  G O  T O  1 4  
M A I = l  
D O  1 3  I = l , N O  
I F ( M ( 3 , I ) . E Q . L )  M A I = M A l + l  
1 3  C O N T I N U E  
1 4  N E X T = M R ( L , N E N D , M A I J  
M ( l , J ) = N E X T  
J = J + l  
! < = N E X T  
I F ( N - · 0 )  4 , 4 , 1 5  
1 5  L = M ( 3 , N l  
G O  T O  4  
1 6  C O N T I N U E  
1 7  F O R M A T ! l H l ,  
1
MINIMU~~.DI ST ANCE F R O M  N O D E
1
, ! 3 , '  T O  N O D E ' ,  
1  1 3 ,
1  
I S ' , I 3 , '  U N I T S '  l  
1 8  F O R M A T ! / / / / ,
1  
M I N I M U M  P A T H S ' )  
1 9  F O R M A T ( / , 3 0 1 3 )  
R E T U R N  
E N D  
4 0  
0  
---------·~.-- . . .  · ·--------.....,...-~~-~..,..:<'"1~1"':·-..·---, 1""1"'"' . . .  ~:~~~· . · - : ' : " '  . . .  _ _ . . . - . . . . -
, r  
t  
1  
>  i  




: l  
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AP PE N D I X  I V  
F l o w  Di a g r a m  f o r  t h e  N t h  B e s t  Pa t h  A l g o r i t h m  




~ ' l  ) = I N F )  T RUE  









_ )  
i: !  
.  '  
4 1  
t  
B  
. I  ( M S - M ( J , i f , T C  
=  
- - r  
. .  
~ 
4 2  
-----------~---~-.......,..,.,.___~:w--_...._.........~.-· 
. . , _  ~ . . .  ~~ . . .  
•  
' l l  
•  
A P P E N D I X  V  
F O R T R A N  I V  CO ~PU TE R P R O G R A M  F O R  T H E  N T H  H E S T  
P A T H  A L G O R I T H M  
C  I N F = I N F I N I T Y  
C  NO = NUM~EP O F  N O D E S  
C  . NK= NIJ~1t1 ER O F  K  B E S T  P AT H S  
C  N G O = F I R S T  N O D E  O F  P A T H  T O  B f  P R I N T E O  O U T  
C  N E N D = L A S T  N O D E  O F  P A T H  T O  B E  P R I N T E D  O U T  
C  N K T H = l  I F  . D E S I R E  A L L  K  B E S T  P A T H S  FRO~ NO D E  N G O  T O  N O D F  
C  N E N D
9
0  I F  N Q T  .  
C  N M A T = l  I F  D E S I R E  A L L  K  B E S T  R O U T I N G  M A T R I C E S  T O  B E  
C  P R I N T E D  O U T , O  I F  N O T  
C  M ( I
9
J , K ) = M A T R I X  O F  D I S T A N C E S  F RO~ I  T O  J o  A S  R F A D  I N , I S  
C  D I S T A N C E  O F  ~IN G LE A R C  FR O~ I  T O  J , n R  I N F I N I T Y  I F  N O  
C  S U C H  A R C  E X h T S o  A S  P R I N T f O  O U T , I S  K T H  B E S T  D I S T A N C E  O F  
C  P t .  T  H  f  R  0  l v l  I  H l  J  
C  M R ( I , J , K } = R O U T I N G  M A T R I X  
C  N l , N 2 = P A R M - 1 E T E r S  U S E D  T O  F A C I L A T E  P R I N T  O U T  
D I M E N S I O N  M(~G,50yl5 l v M R ( 5 G , 5 0 r 1 5 ) , M I ( 5 0 , 5 0 l  
C  0  M  t- 1  0  N  I  N  F  ,  ~ J  I"~ ,  N  K  ,  N  G  0  ,  N  E N  0  r  ~-~ ,  M  P  ,  M  I  
N A M E L I S T / I N P U T / M  
C  R E A D  A N D  P R I N T  P A R A M E T E R S  
R E A D  3 C , I N F , N D , N K , N G O , N E N O , N K T H , N M A T , N l v N 2  
P R I N T  3 0 , I N F
9
N O , N K , N G O , N E N O , N K T H , N M A T , N l , N 2  
C  A L L  E L E f v l E N T S  O F  M{  I , J , K l  A R E  S E T  T O  I N F I N I T Y  E X C F : P T  
C  OIAGONA L , ELE ~FN T S F O R  K = l
1
W H I C H  A~E S E T  T O  Z E R O .  
C  MR ( [ , J , K )  I S  I N I T I A L I Z E D  
D O  1 1  I = 1 , N D  
D O  1 0  J = l , N D  
t- I R ( J , l , l ) = l  
M ( I , J , l l = I N F  
D  0  l  0  I < · =  2  ,  N  K  
M (l,J ~K J =INF 
1 0  M R ( J , I , K l = I N F  
1 1  ~~ (l,f,ll = O 
C  R E A D  I N  N O N - I N F I N I T Y  E L E M E N T S  O F  M( J , J , K )  
R E A D ( 5 ,  I N P U T }  
C  S T O R E  M ( I , J , l l  I N  M I ( l , J J  F C l R .  U S E  I N  S U B R O U T I N E  K B E S T  
D O  1 2  l = l , N O  
D O  1 2  J = l ? N O  
1 2  Ml ( I
9
J ) = M( l t J , 1 )  
C  P R I NT  O U T  I N I T I A L  D I S T A N C E  M A T R I X  
P R I N T  2 7  
P R I NT  3l,(I,I ~ l, ND ) 
D O  1 3  I = l , N D  
P R I N T  3 2 , I , ( M ( [ , J , l l , J = l t N D l , I  
1 3  C O N T I N U E  
C  F O R  E L E M E N T S  O F  M( I , J J = I N F I N I T Y  M A K F  C O R R E S P C l N D I N G  
C  E L E M E N T S  O F  " 1 R ( I , J , l ) = I N F I \ l i T Y  
O L J  1  t~ I =  1 ,  N  D  
[ I f )  1 4  J = 1 r " - l D  
l F ( M ( I , J , l l e L L I N F l  G O  T C  1 4  
I•\  R  (  I  ,  J  v  1  )  =  I  N  F  
1 . 4  C O NT I NU E  
C  C O N V E R T  I N I T I A L  M A T R I X  T O  K T H  B E S T  D I S T A N C E  M A T R I X  A N D  
C  T R A N S F O R M  R O U T I N G  M A T R I X  
D O  2 0  I = 1 9 N O  
D .O  2  C  J  =  l  ,  N  0  
I F O H J , I , l l o E Q . , I N F )  G O  T O  2 ' J  
I F ( I . E O . , J l  G O - T O  2 0  
D I J  2 0  K = l  N O  
l F ( M ( I , K , i . l o E O  . .  I N F l  G O  T O  2 0  
I F (  I  , . E Q G K )  G O  T O  2 0  
4 3  
~~WC'- •  : ~ '""."':"~"':'t;~<;,;";• 'P".~"~'~·f•. :;:;)i-t~·~"....._...._ . . .  . , .  . . . .  _ _ _ _  _  - - - - - - - - - - - - - - - . . . . . . .  ~~-~~~~ . . .  _.__,..~_., _ _ _  , .  . . . . . .  -







D O  1 . 9  L . A = l
1
N K  
D O  1 9  L B = l , N K  
M S = M ( J ,  l
1
L A ! - t - M{  [ p K , L B )  
DO  1 5  L C = l t N K  .  
I F ( M S - M ( J , K , L C ) )  1 6 , 1 9
9
1 5  
1 5  C L J N T  I  1 \ I U E  
G O  T  0  l  9  
1 6  N A = - N K - L C  
I F ( N A g E Q . O l  G O  T O  1 0  
D I J  1 7  I  A =  1 ,  N A  
N B= = N K - I  . 6 . + 1  
M (J ,K,NB)=M( J ~ K
9
N B-ll ·  
1 7  M R ( J , K p N B ) = M R l J 9 K , N B - l l  
1 8  M ( J , K , L C ) = M S  
M R ( J , K , L C ) = M R ( J , I , L A )  
1 . 9  C O N T I N U E  
2 0  C O J H  I  N U E  
I F  NM A T = l  P R I N T  O U T  M A T R I C E S  
I F ( N M A T o E O o O )  G O  T O  2 5  
P R I N T  O U T  K  B E S T  D I S T A N C E  M A T R I C E S  
0 0  2 2  J = l , N K  
P R I N T  2 8
1
J  
P R I N T  3 3 , ( l , I = l , N l l  
D O  2 1  I = l , N D  
P R I N T  3 4 , I , ( M( I , K , J ) v l< = l , N l l , l  
2 1  C O N T I N U E  
I F ( N 2 o E Q o 0 )  G O  T O  2 2  
P R I N T  3 5 d  I  , I = N 2 , N D )  
D O  2 2  I = l , N D  
P R I N T  3 4 , £ ,  O H  I , K , J )  
9
K = N 2 , N D )  , I  
2 2  C O N T I N U E  
F R I N T  O U T  K  B E S T  R O U T I N G  M A T R I C E S  
D O  2 4  J = l , N K  
P R I N T  2 9 , J  
P R I N T  3 3 i ( I , I = l , N l l  
0 0  2 3  I =  , N O  
P R I N T  3 4 · , l
9
( M R ( ! , K , J ) , K = l , N l i , I  
2 3  C O N T I N U E  
I F ( N 2 o E Q . O )  G O  T O  2 4  
P R I N T  3 5
1
( I , I = N 2 , N D l  
D O  2 4  I = i , N D  
P R I N T  3 4 , I , ( M R ( I , K , J )  , K = N 2
9
N D )  , I  
2 ' t  C O N T I N U E  
2 5  I F ( NKTH~EQ.O ) G O  T O  2 6  
I F  N K T H = l  P R I N T  O U T  A L L  K  B E S T  P A T H S  F R O M  N O D E  N G O  T O  
N O D E  N E N D  
C A L L  K B E S T  
2 6  C O N T I N U E  
2 7  F O R M A T C l H l , '  I N I T I A L  M A T R I X ' , / / )  
2 8  F O R M A T { l H l  , I 4 , ' T H  B E S T  D I S T A N C E  M A T R I X ' , / / )  
2 9  F O R I ' v 1 A T ! 1 H l  r 1 4 v ' T H  B E S T  R O U T I N G  M A T R I X
1
1
/ / )  
3 0  F - O R M A T ( 9 1 8 )  
3 1  F O R M A T ( 6 X , 5 C I 2 , / / l  
3 2  F O R M A T ( I 3 , 3 X , 5 0 I 2 y l 6 )  
3 3  F O R M A T ( 6 X v 2 5 I 4 , / / J  
3 4  F O R i v i A T (  I 3 , 3 X , 2 5 I 4 ,  1 5 )  
3 5  F O R M A T ( 1 H l , 5 X , 2 5 I 4 , / / l  
E N D  
4 4  
( )  
. .  
•  





S U H R O U T I N E  K R E S T  
C O M M O N  I N F , N O , N K , N G O , N E N O , M , M R , M I  
D I M E N S I O N  M(~0,50F l 5 l , M R ( 5 0 , 5 0 , 1 5 1 9 M I ( 5 0 , 5 0 ) , M K ( 3 0 )  
P R I N T  7  
D O  6  I =  1 ,  ~ : K 
I  T H =  I  
MOIS=~( ~GO,NEND, Il 
MD I S T = I. . . , D I S  
0 0  1  L = l  d O  
1  M K ( L ) = I N F  
K A = N G r  
N = l  
f ' - I K ( N ) = K A  
2  K~ =MR ( K\
9
NENO, ITH) 
N = N + l  
MK( N ) =K~ 
! F ( K B . E 0 . N E N D )  G O  T O  5  
MOIS =~Q [S- M I( KA,KB } 
0 0  3  J = l , N t <  
I F ( M( K B , N f N O , J ) G E Q . M D I S }  G O  T O  4  
3  C O N T I N U F -
4  I T H = J  
K A = K 6  
G O  T O  2  
5  P R I N T  8 , I , N G O , N E N O , M O T S T  
P R I N T  9
9
( ; ' - l K ( L } , L = l , N )  
6  C O N T I N U E  
7  F  0  R  t~ A  T  (  1  H  1  l  
8  F O R M A T ( / / / , I 4 , ' T H  B f S T  D I S T A N C E  F R O M  N O D E
1
7
I 3 , '  T O  N O D E ' ,  
1  1 3 9 '  r s • , r s , '  U N I T S ' l  
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